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Реферат. В данной работе предлагается математическая  модель процесса изменения производительности мембраны как за счет 
образования сплошного слоя геля, так и за счет блокирования отдельных пор. А также приводятся результаты моделирования 
процесса диа-ультрафильтрационной (ДУФ) очистки пектиновых растворов и их концентрирования ультрафильтрацией (УФ) с 
использованием половолоконных мембран. Изучено влияние периодической промывки мембраны и процесса гелеобразования 
вдоль мембраны на производительность установки. Таким образом, процесс характеризуется двумя параметрами, причем А 
является основным параметром задачи, одинаковым для всех этапов, а второй параметр – отношение (k = F0/F') – характеризует 
степень прочистки пор при общей очистке поверхности мембраны и является, таким образом, одной из характеристик отдельного 
цикла. Значения ряда параметров определены экспериментальным путём. Показано, что при совместном решении системы 
дифференциальных уравнений, представленных в нормальной форме Коши, описывающих данный технологический процесс, 
производительность ДУФ установки можно увеличить за счет частоты промывок. Проведённые опыты продемонстрировали 
преимущество применения ДУФ процесса в производстве пектина и особенности очистки и концентрирования яблочного и 
подсолнечного пектинов в данном процессе. Установлено, что применение ДУФ обусловливает внедрение при производстве 
пектина энергосберегающего технологического процесса для получения целевого продукта, отвечающего требуемому качеству и 
экологической безопасности производства. Внедрение предложенных способов ДУФ и УФ в производство пектина приводит к 
улучшению качества и себестоимости продукта. 

Ключевые слова: диа-ультрафильтрация, пектиновые полисахариды, очистка и концентрирование, система дифференци-
альных уравнений, моделирование. 
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Summary.In this paper, we propose a mathematical model of the process of changing the productivity of a membrane, both through 
the formation of a continuous gel layer, and by blocking individual pores. Also, the results of modeling the process of dia- 
ultrafiltration (DUF) purification of pectin solutions and their concentration by ultrafiltration (UF) using hollow fiber membranes are 
presented. The effect of periodic washing of the membrane and the process of gelation along the membrane on the productivity of the 
plant was studied. Thus, the process is characterized by two parameters, and A is the main parameter of the problem, which is the 
same for all stages, and the second parameter, the ratio (k =F0/F'), characterizes the degree of pore purification with a general 
cleaning of the membrane surface and is thus one from the characteristics of a single cycle. The valuesof a number of parameters are 
determined experimentally. It is shown that when the system of differential equations, represented in the normal Cauchy form 
describing the given technological process, is jointly solved, the productivity of the DUF system can be increased by the frequency of 
flushing. The conducted experiments demonstrated the advantage of the use of the DUF process in the production of pectin and the 
features of purification and concentration of apple and sunflower pectins in this process. It is established that the use of DUF causes 
the introduction of an energy-saving technological process in the production of pectin to produce the target product that meets the 
required quality and environmental safety of production. The introduction of the proposed methods of DUF and UF into the 
production of pectin leads to an improvement in the quality and cost of the product. 

Keywords:dia-ultrafiltration, pectin polysaccharides, purification and concentration, a system of differential equations, modeling. 
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Введение 

Одним из сложных и энергоёмких процессов 

в производстве пектина является концентрирование 

и очистка пектиновых гидролизатов. В связи с 

этим возникает задача разработки методов 

очистки и концентрирования пектиновых рас-

творов с применением энергосберегающих 

технологий, исключающих применение химиче-

ских реагентов и не нарушающих, присущих им, 

нативной структуры и свойства макромолекул 

пектина. Наиболее перспективным способом,  

в этом плане, является сочетание процессов 

очистки пектиновых растворов методом диа-

ультрафильтрации (ДУФ) и их концентрирова-

ния ультрафильтрацией (УФ) [1]. Этот способ 

объединяет оба процессав одном аппарате,  

а также позволяет, проводит процесс при ком-

натной температуре, что существенно сокращает 

энергозатраты при производстве пектина. 

В процессе УФ пектиновых полисахаридов 

производительность мембраны, со временем, 

может резко снизиться, что может быть вызвано 

несколькими причинами – концентрационной 

поляризацией, адсорбцией [2], а также агрега-

цией пектиновых макромолекул в процессе 

концентрировании разбавленных растворов 

пектинового гидролизата [3]. Основной вклад 

в формирование гель-слоя вносят пектиновые 

полисахариды, а также целлюлоза. Для реге-

нерации мембран авторы [4] рекомендуют 

применять моющую композицию, содержащую 

ферментные препараты пектолитического и 

карбогидразного действия. В технологическом 

процессе разработанной сотрудниками Института 

химии Академии наук Республики Таджикистан 

для периодической очистки мембран исполь-

зуется процесс ДУФ в тангенциальном потоке 

дистиллированной водой и с целью уменьшение 

агрегации макромолекулы во время фильтрации. 

После достижения определенной степени чистоты, 

которая контролируется на линии пермеата и 

ретентата, цикл ДУФ илиУФ снова повторяется 

до получения раствора нужной концентра-

ции [5, 6]. При проведении экспериментальных 

исследований этот процесс был автоматизирован, 

готовность конечного продукта определялсяс 

помощью датчика давления, который установлен 

на линии ретентата. 

В ходе УФ растворов гидролизата,  

содержащих пектиновые полисахариды, проис-

ходит образование геля, который откладывается 

на поверхности мембраны и препятствует  

процессу фильтрации. 

Периодическая очистка УФ мембраныпо 

указанному технологическому процессу приводит 

к растворению агрегатов и уменьшения гелевого 

слоя на поверхности мембраны. Опыт показы-

вает, что такой метод очистки пектинового 

раствора позволяет уменьшить частоту прове-

дения промывок. 

В литературе имеется ряд работ, посвя-

щённых математическому моделированию 

происходящих при мембранных процессах [7–9]. 

Основная часть этих моделей, как пра-

вило, описывают процессы, происходящие  

в случае неизменных внешних параметров,  

а использования промежуточных очищений 

мембраны, такими моделями не отражается. 

Кроме того, они в основном рассматривают 

один механизм влияния гелеобразования  

на процесс ультрафильтрации – повышение 

общего гидравлического сопротивления си-

стемы «мембрана–гель» за счет увеличения 

толщины слоя геля. 

В данной работе предлагается математи-

ческая модель процесса изменения производи-

тельности мембраны как за счет образования 

сплошного слоя геля, так и за счет блокирования 

отдельных пор. 

В ходе процесса производится периодиче-

ская очистка поверхности мембраны, которая 

позволяет частично восстановить ее фильтру-

ющую способность. В результате весь процесс 

разбивается на отдельные этапы, на каждом из 

которых внешние условия постоянны, а изме-

нение характеристик происходит непрерывно. 

Момент окончания очередного этапа и начала 

следующего связан с очисткой поверхности. 

Практика показывает, что время, затрачиваемое 

на очистку, мало по сравнению с длительно-

стью одного этапа. 

Математический анализ процессов 

УФ и ДУФ 

Математическая модель процесса строится 

с учетом следующих допущений: 

1. Производительность мембраны (л/м2мин), 

которая определяется как объёмный расход 

пермеата в расчёте на единицу площади поверх-

ности мембраны и может быть отождествлена 

со средней скоростью v движения пермеата 

в направлении нормали к поверхности, прямо 

пропорциональна трансмембранному давлению 

(перепад давлений между линиями ретентата 

и пермеата) p и обратно пропорциональна 

сумме сопротивлений мембраны и слоя геля. 

Сопротивление мембраны в таком случае  

обратно пропорциональна суммарной площади 
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F(t) с учетом постоянства толщины слоя вдоль 

мембраны за фильтрационный цикл, сечение 

свободных пор, расположенных в мембране 

в расчете на единицу площади ее поверхности; 

сопротивление слоя геля пропорционально 

толщине этого слоя. Таким образом, производи-

тельность мембраны описывается выражением 

 ,
1

g

p
v

bF K






 (1) 

где b – коэффициент пропорциональности; 

𝐾𝑔 –удельная гидравлическая проницаемость 

слоя геля, м2/(Па с);𝛿 – толщина слоя геля. 

2. Свойства геля, толщина образующе-

гося слоя геля считаются постоянными вдоль 

мембраны; предполагается, что образование 

геля начинается при достижении раствором 

определенной концентрации Cgпри плотности 

геля равной g (масса пектина в единице объема 

слоя геля). Тогда уравнение материального 

баланса для слоя геля можно записать в виде 

 , g g

d
vc

dt


   (2) 

3. Количество пор мембраны, засоряе-

мых за время dt, пропорционально плотности 

потока пектина, приносимого раствором к  

поверхности мембраны, и количеству свободных 

(не засоренных на данный момент) пор. В этом 

случае скорость изменения суммарной площади 

свободных пор можно описать выражением: 

 ,g

dF
avc F R

dt
    (3) 

где а – константа, характеризующая способность 

сгустков геля блокировать поры мембраны. 

Она измеряется в м2/кг и отражаетсуммарную 

площадь сечений пор, блокируемых единицей 

массы геля, R – остаточная площадь непрони-

цаемых пор, измеряется м2. 

4. Промывка поверхности мембраны 

тангенциальными потокамиретентата приводит 

как к частичной очистке пор мембраны, так и к 

частичному удалению слоя геля, которая вновь 

попадает в исходный фильтруемый раствор. 

5. Время, затрачиваемое на очистку по-

верхности мембраны, не учитывается; считается, 

что изменение характеристик процесса, свя-

занное с очисткой, происходит скачкообразно. 

Наличие зависимостей F(t) и (t) позволяет 

рассмотреть функцию F(δ), заданную при по-

мощи параметра t. Разделив (3) на (2), получим 

 . g

dF
aF

d



   (3) 

Мы получили зависимость площади 

ультрафильтрации вдоль толщины гелевого 

слоя на поверхности мембраны. После ряда 

преобразований получим уравнение описы-

вающее изменение толщины слоя геля во 

времени с учетом 

 
0 0v bF   (4) 

для начального момента времени каждого этапа 

процесса фильтрации, (параметры с индексом 0), 

то есть для чистой мембраныполучаем: 

 0 0
0 . 

g g

bF v
c

K pK
    (5) 

 
0

 . 
g ga pK

A
v


  (6) 

Результаты и их обсуждение 

Обозначив толщину слоя геля 

и суммарную площадь открытых пор 

в начальный момент рассматриваемого этапа 

процесса (после очередной очистки мембраны) 

через  и F соответственно окончательно 

получаем (8). Эти величины являются посто-

янными параметрами для конкретного этапа, 

но для разных этапов различны. 

 
0

  1 
 , 

g

At

d c

dt c ke



 (7) 

где 0с  –исходная концентрация, 0 /   '.k F F  

Таким образом, процесс характеризуется 

двумя параметрами, причемА является основным 

параметром задачи, одинаковым для всех этапов, 

а второй параметр – отношение (k = F0 / F') – 

характеризует степень прочисткипор при общей 

очистке поверхности мембраныи является, таким 

образом, одной из характеристик отдельного 

цикла. Значения ряда параметров определены 

экспериментальным путём. 

Решение полученной системы диффе-

ренциальных уравнений в форме Коши было 

произведено в среде Matlab/Simulink и дало 

следующие результаты. На рисунке 1. приве-

денызависимости концентрации пектинового 

раствора и пропускной способности мембраны 

от времени, также на рисунке 2. приведен 

3D график зависимости производительности 

мембраны от времени и давления в системе. 
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Рисунок 1. Графики зависимости концентрации 
пектинового раствора (Cg) и пропускной 
способности мембраны (G)от времени 

Figure1. Graphof the dependence of the concentration 
of pectin solution (Cg)and the membrane capacity (G) 
on time 

 
Рисунок 2. 3D график зависимости производитель-
ности мембраны от времени и давления в системе 

Figure2. 3D graph of the membrane performance 
versus time and pressure in the system 

В лабораторных условиях сотрудниками 
Института химии Академии наук Республики 
Таджикистан были проведены эксперименты 
по выявлению влияния периодической очистки 
мембраны на ход процесса концентрирования 
и ультрафильтрации пектина из выжимок яблок 
и корзинок подсолнечника [5].Табличные данные 
полученные в ходе эксперимента были обрабо-
таны и построены графики зависимости произ-
водительности мембраны от времени и давления 

в системе. Графики, приведеные ниже были  
построены с использованием современного па-
кета программ DataFit 9.1 (рисунок 3, 4). 

 
Рисунок 3. График зависимости производительности 
мембраны от время ультрафильтрации пектинового 
концентрата 

Figure3.Graphofthe dependence of membrane 
productivity on the time of ultrafiltration of pectin 
concentrate 

 
Рисунок 4. График зависимости произво-
дительности мембраны от входящего давления 

Figure4. Graph of the dependence of capacity of the 
membrane on the incoming pressure 

Заключение 

Показано, что при совместном решении 
системы дифференциальных уравнений, пред-
ставленных в нормальной форме Коши, описы-
вающих данный технологический процесс,  
производительность фильтрационной установки 
можно увеличить за счёт частоты промывок. 
Внедрение предложенного способа ультрафиль-
трации в производство пектина позволяетна ста-
дии проектирования изучить данные процессы, 
выявить оптимальные условия процессов и 
направить их в сторону увеличения выхода 
пектина и оптимизация качества продукта. 
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