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Рассматривается методика определения параметров реологической модели жидкости, 
которая демонстрирует эффект “отвердевания”. Приводится пример использования 
предложенного алгоритма. 
 
We consider a method for determining the parameters of a rheological model of the fluid, 
which demonstrates the effect of “solidification”. Example on the use of the proposed algo-
rithm is given. 
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Большое количество экспериментальных 
данных свидетельствуют о том, что многие 
суспензии на основе мелкодисперсных частиц 
проявляют аномальное реологическое поведе-
ние [1-5], сущность которого заключается в 
следующем. В зависимости от диапазона изме-
нения величины скорости сдвига кривые тече-
ния для таких сплошных сред демонстрируют 
два участка с различным характером изменения 
эффективной вязкости. На первом участке вяз-
кость снижается до некоторого минимального 
значения, а на втором – возрастает. При этом 
приближение скорости сдвига к некоторому 
максимальному по модулю значению приводит 
к резкому увеличению крутизны кривой тече-
ния, что может быть интерпретировано как 
проявление эффекта “отвердевания”. 

В [6] была предложена реологическая 
модель суспензий мелкодисперсных частиц, 
демонстрирующих проявление эффекта 
“отвердевания”. Однако прямое использование 
этой модели встречает определенные трудно-
сти, связанные с отсутствием методики 
нахождения ее констант на основе обработки 
экспериментальных данных. 
© Колодежнов В.Н., Веретенников А.С., 2013 

Далее рассмотрены особенности зависи-
мости объемного расхода от перепада давле-
ния, прикладываемого к цилиндрическому ка-
налу. Для жидкости с реологической моделью 
[6], которая демонстрирует проявление эффек-
та “отвердевания”, в [7] решена задача о ее те-
чении в цилиндрическом канале и получены 
выражения для определения объемного расхо-
да в зависимости от прикладываемого к каналу 
перепада давления. В частности показано, что 
для различных наборов исходных параметров 
и диапазонов изменения перепада давления в 
канале могут быть реализованы три схемы те-
чения, для каждой из которых объемный рас-
ход подчиняется вполне конкретной законо-
мерности. Иначе говоря, влияние перепада 
давления p∆ на объемный расход жидкости Q  
структурно можно представить в виде [7] с 
тремя участками различного вида функцио-
нальной зависимости:  
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где p∆  - перепад давления на длине канала; 

1µR , 2µR  - радиус цилиндрических границ 
раздела между первой и второй, а также вто-
рой и третьей зонами течения, соответственно, 
La  - критерий подобия Лагранжа, G- безраз-
мерный геометрический параметр, R- радиус 
канала, L- длина канала, 1n  - индекс течения, 

1K  - коэффициент консистенции, 1critγ  - зна-
чение скорости сдвига на границе раздела зон 
течения, 2critγ  - критическое значение скоро-
сти сдвига, при котором крутизна кривой те-

чения неограниченно возрастает и жидкость 
демонстрирует проявление эффекта “отверде-
вания”, 2critτ  - значение касательного напря-

жения, при 2critγγ  = , 1critp∆ , 2critp∆  - значе-
ния перепада давления на границах раздела 
первого – второго, а также второго – третьего 
участков, соответственно; A, B, 1C  – 10C , 2n  – 
промежуточные параметры. 

В [7] было показано, что: 
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Зависимость (1) с учетом (2) – (4) не яв-
ляется монотонной. Особенность этой зависи-
мости заключается в том, что в точке 2critp∆  
эта функция достигает своего максимального 
значения )( 2max critpQQ ∆= . 

Еще одной ее особенностью является 
степенной характер функций (2) и (4). На пер-
вом и третьем участках обсуждаемая зависи-
мость имеет вид: 
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где 1D , 3D  - промежуточные параметры, пред-
ставляемые с учетом (2), (4) через основные 
(геометрические и реологические) параметры 
рассматриваемой системы. 

В логарифмических координатах: 
QY lg= ,      pX ∆= lg ,               (8) 

зависимости (5), (6) принимают вид линейных 
функций: 

XaaY ⋅+= 10 ;                    (9) 
XaY ⋅−= 32 .                    (10) 

Здесь: 

10 lg Da = ;  
1

1
1
n

a = ;  32 lg Da = .     (11) 

Что же касается второго участка с диапа-
зоном изменения давления 

21 critcrit ppp ∆≤∆≤∆ , то зависимость )( pQ ∆  
для 2critpp ∆≤∆  является существенно нели-
нейной, в том числе и в логарифмических ко-
ординатах. Однако, как показывают численные 
эксперименты с моделью, в окрестности гра-
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ницы раздела второго и третьего участков, 
непосредственно на втором участке поведение 
функции )(2 pQ ∆ в первом приближении явля-
ется практически линейным. Это означает, что 
в окрестности точки 2critp∆  зависимость 

)(2 pQ ∆  на втором участке в логарифмических 
координатах допустимо аппроксимировать 
линейной зависимостью вида: 

XaaY ⋅+= 43 .                  (12) 
Алгоритм определения параметров рео-

логической модели представлен далее. Реоло-
гическая модель жидкости, демонстрирующей 
проявление эффекта “отвердевания”, включает 
пять параметров: 

1K ,  1n ,  1critγ ,  2critγ ,  2critτ . 
Их определение предлагается проводить 

в соответствии со следующим алгоритмом.  
1. Формируем массив эксперименталь-

ных данных { }ii Qp ;∆ , max...,,2,1 Ni =  в поряд-
ке возрастания ip∆ . Здесь maxN  - общее чис-
ло используемых пар экспериментальных 
данных. 

2. Для определения 2critp∆  в первом 
приближении выполняем следующие дей-
ствия. Выдвигаем гипотезу о том, что в первом 
приближении точке 2critp∆  соответствует экс-
периментальное значение перепада давления 

ip∆  с номером ji = . При этом в качестве j  
последовательно выбираем любые номера из 
интервала 

3...,,5,4 max −= Nj .           (13) 
Для экспериментальных точек с номера-

ми ji ≤  зависимость )( pQ ∆  даже в логариф-
мических координатах (8) должна оставаться 
нелинейной. В первом приближении будем 
аппроксимировать ее кривой второго порядка 

2
765 XaXaaY ⋅+⋅+= ,         (14) 

Определение констант 5a , 6a , 7a  пред-
лагается проводить из условия минимума сле-
дующей функции невязки: 
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Начало отсчета для j  в (13) обусловлено 
тем, что для определения параметров полино-
ма (14) предлагается принимать минимум че-
тыре точки. 

В (15) верхний индекс в круглых скобках 
указывает на то, что константы аппроксима-

ции определяются для данного значения номе-
ра j , определяющего в рамках предваритель-
ной гипотезы положение точки jcrit pp ∆=∆ 2 . 

Полагая, что для всех ji ≥  совокуп-
ность экспериментальных данных в логариф-
мических координатах описывается линейной 
функцией (10), для определения )(

2
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Последнее значение для j  в (13) обу-
словлено тем, что для определения параметра 
линейной зависимости (10) предлагается при-
нимать минимум четыре точки. 

Для каждой гипотезы, касающейся вы-
бора номера j , вычисляем среднюю относи-
тельную погрешность для всей совокупности 
экспериментальных данных: 
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Обрабатывая полученный массив значе-
ний )( jε , определяем номер такого варианта 

qj = , которому соответствует минимум сред-
ней относительной погрешности. Принимаем 
этот номер в качестве первого приближения 
для определения границы раздела 

qcrit pp ∆=∆ 2 второго и третьего участков об-
щей зависимости )( pQ ∆ . 

3. Переходим к определению уточненно-
го значения 2critp∆ . Как было отмечено выше, 
в окрестности точки 2critp∆  поведение обсуж-
даемой зависимости на втором участке в лога-
рифмических координатах допустимо аппрок-
симировать зависимостью (12). 

Учитывая явно криволинейный характер 
зависимости )( pQ ∆  на втором участке, ап-
проксимируем экспериментальные данные в 
логарифмических координатах полиномом, 
например, четвертого порядка: 

∑
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Определение параметров этого полинома:  
8a , 9a , 10a , 11a , 12a                   (17) 

будем проводить из условия минимума следу-
ющей функции невязки: 
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С учетом найденных коэффициентов 
(17) определяем параметры зависимости (12), 
представляющей собой, по сути, уравнение 
касательной, проведенной к графику функции 
(16) на границе раздела второго и третьего 
участков общей зависимости (1), по формулам: 
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Уточненное значение координаты 
( )22 lg critcrit pX ∆=  границы раздела второго и 

третьего участков зависимости (1) определяем 
через точку пересечения графиков функций 
(10) и (12) по формуле: 
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Тогда уточненное значение 2critp∆ , а 
также первый параметр реологической модели 

2critτ  находим по формулам: 

2102
critX

critp =∆ ;   
L

pR crit
crit ⋅

∆⋅
=

2
2

2τ . 

4. Определяем значение перепада давле-
ния 1critp∆  на границе раздела первого и вто-
рого участков общей зависимости (1). 

Выдвигаем предварительную гипотезу о 
том, что граница раздела между первым и вто-
рым участками располагается в некоторой 
точке ip∆  с номером ki = , т. е. предваритель-
но принимаем, что 1critk pp ∆=∆ . При этом в 
качестве k  последовательно выбираем любые 
номера из интервала: 

3...,,5,4 −= qk . 
Определение параметров 0a , 1a  прово-

дим из условия минимума очередной функции 
невязки: 
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получаем выражение для определения в рам-
ках выдвигаемой гипотезы первого критиче-
ского значения скорости сдвига: 
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Используя найденные параметры )(
1

k
critγ , 
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kK , 2critτ , определяем )(
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critγ  из решения 

следующего уравнения: 
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Здесь 2critQ  представляет собой полученное на 
основе обработки экспериментальных данных 
значение объемного расхода жидкости на гра-
нице раздела второго и третьего участков за-
висимости (1), которое с учетом (8), (10) опре-
деляется следующим образом: 

c
critQ 102 = ,  22 3 critXac ⋅−= .     (19) 

Что же касается левой части уравнения (18), то 
она определяется выражением (4).  

Решение (19) предлагается проводить 
численно с привлечением ЭВМ. 

На этом этапе в рамках промежуточной 
гипотезы о возможной границе разделения 
первого и второго участков общей зависимо-
сти (1) в точке kpp ∆=∆  оказался определен-
ным предварительный набор искомых пара-
метров: 
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Некоторые из этих параметров должны 

удовлетворять следующим ограничениям, ко-
торые изначально закладываются в реологиче-
скую модель: 

)(
2

)(
10 k

crit
k

crit γγ  << ; 10 )(
2 << kn ; 10 )(

1 << kn .  (21) 
Проверяем с учетом найденных значе-

ний (20) выполнение условий (21). 
Если хотя бы одно из условий (21) не 

выполняется, считаем, что предварительно 
выдвинутая гипотеза о возможной границе 
раздела первого и второго участков в точке 

kpp ∆=∆ оказалась несостоятельной. 
Принимая во внимание оставшиеся ва-

рианты, для которых все условия (21) оказа-
лись выполненными, определяем для них 
среднюю относительную погрешность )(

1
kε : 
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Обрабатываем полученный массив зна-

чений )(
1

kε  и находим номер такого варианта 
sk = , которому соответствует минимум сред-

ней относительной погрешности. Принимаем 
этот номер в качестве первого приближения 
для определения (по совокупности экспери-
ментальных данных kp∆ ) границы раздела 
первого и второго участков scrit pp ∆=∆ 1  общей 
зависимости )( pQ ∆ . 

5. Проводим уточнение для найденного 
значения scrit pp ∆=∆ 1 . Для этого аппроксими-
руем экспериментальные данные на втором 
участке полиномом вида: 

∑
=

+ ⋅=
2

0
13

m

m
m XaY .              (22) 

Коэффициенты этого полинома опреде-
ляем из условия минимума следующей функ-
ции невязки: 

( )∑
=

−⋅+⋅+=
q

si
iii YXaXaaaaaF

22
1514131514135 ),,( . 

С учетом найденных коэффициентов ап-
проксимирующего полинома потребуем сши-
вания производных для функций (9) и (22) на 
границе раздела первого и второго участков 
при )lg( 11 critcrit pX ∆= . Из этого условия при-
ходим к линейному уравнению для определе-
ния уточненного значения 1critX : 

11514)(
1

21
crits Xaa

n
⋅⋅+= , 

Из этого уравнения уже находим уточненное 
значение: 

b
criitp 101 =∆ ;    

15
)(

1

)(
1

2
1

an
nb s

s

⋅⋅
−

= . 

6. Определяем скорректированное зна-
чение первого критического значения скоро-
сти сдвига: 

)(
1

1

)(
1

1)(
1 2

sn

s
crits

crit KL
pR
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
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
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∆⋅
=γ . 

 
7. По найденному значению sj =  окон-

чательно, в добавление к уже определенному 
выше 2critτ , принимаем в качестве искомых 
параметров реологической модели значения 

)(
11

snn = , )(
11

sKK = , )(
11

s
critcrit γγ  = , )(

22
s

critcrit γγ  = . 
Предложенный выше алгоритм был реа-

лизован в специально разработанной програм-
ме для ЭВМ. 

По предложенному алгоритму для гипо-
тетической жидкости с реологической моде-
лью [6] были проведены численные экспери-
менты. Для этого в качестве базовых были 
приняты следующие значения реологических 
параметров модели: 6,01=n , 8,11 =K  Па·с, 

2001 =critγ  с-1, 2502 =critγ  с-1, 1802 =critτ  Па. 
Для заданного набора ip∆  соответству-

ющие им экспериментальные значения объем-
ного расхода “генерировались” с использова-
нием следующей зависимости: 

( )12exp −⋅⋅∆+= i
calc
i

calc
ii QQQ ξ ,      (23) 

где exp
iQ  - “псевдоэкспериментальные” значе-

ния объемного расхода; i  - номер эксперимен-
тальной точки; iξ  - случайная величина, рав-
номерно распределенная на отрезке [0; 1]; 

calc
iQ∆  - закладываемое в численный экспери-

мент, абсолютное отклонение эксперимен-
тальных данных от расчетных значений; calc

iQ - 
вычисляемые с учетом (1) – (4) “теоретические 
значения” объемного расхода. 
Полученные с помощью (23) значения “псев-
доэкспериментальных” данных и теоретиче-
ская кривая для указанного выше набора точ-
ных значений параметров реологической мо-
дели представлены на рисунке 1. 
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Рисунок 1 - Теоретическая кривая зависимости 
объемного расхода Q  жидкости через канал от 
перепада давления p∆  и “псевдоэксперименталь-

ные” точки, полученные при calc
i

calc
i QQ ⋅=∆ 05,0 . 

 
После обработки этих “псевдоэкспери-

ментальных” данных с помощью ЭВМ были 
получены следующие значения реологических 
параметров 1K =1,806 Па·с; 1n =0,6; 1critγ  
=98,931 с-1; 2critγ =227,38 с-1; 2critτ =184,445 Па. 
По совокупности полученных значений их сред-
няя относительная погрешность по отношению к 
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заложенным в численный эксперимент базовым 
значениям параметров составляет 6,8%. 

Предложенный алгоритм может быть 
использован для определения параметров рео-
логической модели жидкостей, демонстриру-
ющих проявление эффекта “отвердевания”. 

Работа выполнена при поддержке гранта 
РФФИ, проект № 12-08-00629 
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