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Решение задачи о деформировании 
термоупругой пластины методом быстрых 
разложений 
 
Рассматривается математическая модель для термоупругой пластины при свободном 
опирании краев. Показано, что данная задача с помощью быстрых разложений сводится 
к замкнутой алгебраической системе линейных уравнений и тем самым возможно по-
лучить приближенное решение в аналитическом виде, которое используется для расче-
та напряжений в термоупругой пластине. 
 
Consider a mathematical model for thermoelastic plate with free support edges. It is shown 
that the problem with the rapid degradation is reduced to a closed algebraic system of linear 
equations and thus obtain approximate solutions in analytical form, which is used to calculate 
the stresses in the thermoelastic plate. 
 
Ключевые слова: термоупругая пластина, условия согласованности граничных условий, 
быстрые разложения. 
 

Математическую модель для термоупру-
гой пластины представим следующей систе-
мой относительно поперечного перемещения 
w  и температуры T : 
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где ,γ α −  параметры, характеризующие тем-
пературное расширение, 0T − начальная темпе-

ратура, −k коэффициент упругой постели, 
S − удельное усилие растяжения пластины по 
контуру, ( )q y −  интенсивность равномерно 
распределенной нагрузки, которая будет 
определена ниже, D −жесткость пластины 
при изгибе, выражение ( )0 1 0E E T T+ −    опре-
деляет внутренний источник саморазо-
гревания, представленной линейной зависи-
мостью от температуры. 
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Запишем граничные условия: 
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Для представления задачи в безразмерном ви-
де введем следующие обозначения 0w w w= , 
x ax= , y by= , 2S SD a= , 4D a=k k , 

( )q y =  ( ) 4
0q y w D a= , 2

1 1E E a= , 

( )2
0 0w D T aγ γ= , ( )4

0 0w D T aα α= , 0T T T= , 
2

0 0 0E T E a= , где величины без тильды сверху 
являются безразмерными. Тогда система (1) 
принимает форму: 
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Граничные условия (2) в безразмерном виде: 
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Решение задачи приведено далее.  
Для функции ( ),T x y в [1] был получен 

ее аналитический вид: 
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Представим ( ),w x y  быстрым разложением по 
синусам в виде суммы граничной функции 

( ) ( )4 ,wM x y  (так как дифференциальное урав-
нение для w  4-го порядка) и быстро сходяще-
гося ряда Фурье [2]-[3]: 
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Для удобства дальнейших рассмотрений обо-
значим ( ) ( )10,w y A y= , ( ) ( )21,w y A y= , 

( ) ( )30,xxw y A y= , ( ) ( )41,xxw y A y= , 

( ) ( )50,xxxxw y A y= , ( ) ( )61,xxxxw y A y= . 
Тогда представление (6) примет форму: 
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Быстрое разложение в форме (8) подставим в 
(3) и в граничные условия (4):  
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К уравнению (9) применим метод быст-
рых разложений [2], который заключается в 
следующем. Обозначим левую и правую части 
(9) через ( ) ( ), и ,F x y P x y , т.е: 

( ) ( ), ,F x y P x y=                         (12) 
Равенство (9) должно выполняться при 

любых значениях [ ] [ ]0,1 , 0, 1x y∈ ∈ . В этом 
уравнении присутствуют четвертая и более 
младшие производные от ряда Фурье из (6). 
Так как ряд Фурье в (6) строился с граничной 
функцией четвертого порядка ( ) ( )4 ,wM x y , то 
этот ряд вместе со всеми четными производ-
ными до четвертого порядка включительно 
точно сходится на границе при 0 и 1x x= = ; 
шестая производная от этого ряда внутри ин-
тервала ( )0,1  сходится, а на границе может рас-

ходиться. Поэтому ( ) ( ), , ,F x y P x y следует 
представить быстрым разложением по синусам 

в виде суммы граничной функции нулевого по-
рядка ( ) ( ) ( ) ( )0 0, , ,F PM x y M x y  и ряда Фурье, т.е.: 
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Из равенства (12) следует равенство коэффи-
циентов разложения в (13), т.е. 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, 0, , 1, 1, , mF y P y F y P y F y= = =  

( ) , 1,...,mP y m N= = . Для получения этих ра-
венств необходимо в (9) положить 

0 и 1x x= = , а также умножить (9) на 

( )sin , 1,...,n x n Nπ =  и проинтегрировать по 

переменной [ ]0,1x∈ . 
Согласно вышеизложенным рассуждениям из 
(9) при 0 и 1x x= =  найдем: 
 

( ) ( ) ( ) ( )5 0 6 0,A y q y E A y q y Eγ γ= + = +   (14) 
 
Из (14) при 0 и 1y y= =  получим: 
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Чтобы воспользоваться равенством 
( ) ( ) , 1,...,m mF y P y m N= = , предварительно 

определим функцию ( )q y . Стороны прямо-
угольной области Ω  при 0 , 1x x= =  разобьем 
на три участка с помощью искусственно вве-
денной малой величины ε  

0 1 1 1y y yε ε ε ε≤ ≤ ∪ ≤ ≤ − ∪ − ≤ ≤        (16) 
Функция ( )q y  должна удовлетворять услови-
ям согласования граничных условий (4) и пер-
вого дифференциального уравнения из (3). К 
выражениям (11) применим оператор быстрых 
разложений 4-го порядка. Для этого от усло-
вий при 0y = , 1y =  возьмем производные по 
x  нулевого, второго и четвертого порядков. В 
получившиеся уравнения подставим 0x = , 

1x = , а также умножим их на ( )sin n xπ , 
1,...,n N=  и проинтегрируем по переменной 
[ ]0,1x∈ . В результате получим: 
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Условия согласованности будут выполнены, 
если зависимость ( )q y  не приведет к противо-
речию в угловых точках прямоугольной обла-
сти. Отсюда вытекают следующие равенства: 
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Одна из простых зависимостей функции ( )q y , 
которая удовлетворяет полученным условиям 
(18)−(21), имеет следующий вид: 
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Для реализации равенства 
( ) ( ) , 1,...,m mF y P y m N= =  умножим (9) на 

( )sin , 1,...,n x n Nπ =  и проинтегрируем по пе-

ременной [ ]0,1x∈ : 
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В результате получим обыкновенные диффе-
ренциальные уравнения четвертого порядка от 
одной переменной y . Для решения этой си-
стемы повторно применим метод быстрых 
разложений к каждой из неизвестных функций 

( ) , 1,...,nW y n N= . С этой целью сначала пред-

ставим ( ) , 1,...,nW y n N=  разложением по си-
нусам в виде суммы граничной функции 
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nWM y  и ряда Фурье: 
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Тогда представление (24) с учетом (17) примет 
более удобную форму: 
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Найдем функции ( ) ( ) ( )4,n nW y W y′′ : 
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Подставим в (23) выражения (26)−(28): 
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Теперь в (23) положим 0 и 1y y= =  
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Из (30)–(31) следует, что: 
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В соответствии с методом быстрых разложе-
ний, получившееся дифференциальное урав-
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В результате получена замкнутая ал-
гебраическая система линейных уравнений. 
Решение данной системы, его анализ и оцен-
ка погрешности будут представлены в сле-
дующей работе. 
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