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Распространение волн в двухфазной  
упруговязкопластической пористой среде 
 
В данной статье изучается поведение слабых разрывов в насыщенной жидкостью 
двухфазной пористой среде, где для одной из фаз выполняются условия пластично-
сти Треска. 
 
In present article studied behavior of weak discontinuities in diphases elastic-viscoplastic po-
rous medium, where for one out of phases performed Tresca conditions. 
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Динамическому деформированию в 

двухфазной упругой пористой среде посвящен 
ряд работ [1 - 6], среди которых следует отме-
тить М. А. Био [1, 2], Л. Я. Косачевского [3], Я. 
И. Френкеля [6]. 

Исследованию распространения и зату-
хания слабых разрывов в упруго-
вязкопластической однородной среде при 
условии пластичности Мизеса и Треска по-
священы работы [7, 8], где показано, что в та-
кой среде существует по два типа волн уско-
рений и ударных волн, для которых скорости 
распространения выражаются теми же форму-
лами, что и в упругой среде. 

Под волной ускорения в насыщенной 
жидкостью упруго-вязкопластической пори-
стой среде понимается изолированная поверх-
ность, на которой напряжения, сила, действу-
ющая на жидкость, отнесенная к единице 
площади поперечного сечения пористой сре-
ды, направляющие косинусы главных напря-
жений и скорости непрерывны, а их некоторые 
частные производные претерпевают разрыв. 

Пористое тело представляет собой мик-
ронеоднородную среду, физико-механические 
характеристики которой являются посто-
янными величинами. Предполагается,  
что размеры пор, заполненные жидкостью 
малы по сравнению с расстоянием, на ко-
тором существенно изменяются кинематиче-
ские и динамические характеристики дви-
жения. Это позволяет считать, что обе среды 
сплошные, и в каждой точке пространства  
в этом случае будет два вектора смещения: 
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 )1(u  - вектор смещения упруго-вязкопласти-
ческой фазы (скелета пористой среды) и )2(u  - 
вектора смещения жидкости в поре. Жидкость 
будем считать сжимаемой. Задача рассматри-
вается в Лагранжевых координатах. 

1. Рассмотрим насыщенную жидкостью 
упруго-вязкопластическую пористую среду. 
Предположим, что деформации первой фазы 
среды (скелета) малы и складываются из двух 
частей – упругой и пластической:  
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Полный тензор напряжений и силу, дей-
ствующую на жидкость, отнесенную к едини-
це площади поперечного сечения пористой 
среды, запишем в виде [3-5]: 
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kk eε  связан с главны-
ми напряжениями упругой среды (скелета) 
условием пластичности Треска [8]: 
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По повторяющимся индексам предпола-
гается суммирование от единицы до трех. 

Будем считать, что напряженное и де-
формированное состояния упругой среды пер-
вой фазы соответствуют ребру призмы пла-
стичности: 
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В формулах (2) - (4): µλ,  - коэффициен-

ты Ламе; 1A , 2A  – коэффициенты, характери-
зующие пористость среды и сжимаемость 
жидкости; P  - сила, действующая на жидкость, 
отнесенная к единице площади поперечного се-
чения пористой среды; η  - коэффициент вязко-
сти; k  - предел текучести материала. 

Из формул (1.1) и (1.2) следует: 
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Точкой над буквой обозначена произ-
водная по времени. 

Величины p
ij

)1(ε связаны с p
i

)1(ε следую-
щими соотношениями: 
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где iii nml ,,  - направляющие косинусы главных 
напряжений )1(

iσ  и скоростей деформаций p
i

)1(ε . 
Компоненты тензора напряжений и ско-

рости перемещений должны удовлетворять 
уравнениям движения [3]: 
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где 12ρ  – интенсивность перехода массы из 

второй фазы в первую; 
1

1
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истинные плотности твердой фазы и жидкости 
в порах; p1 – масса первой фазы в единице 
объема среды; p2 – масса второй фазы в еди-
нице объема среды; a1 и a2 – величины, харак-
теризующие доли объема смеси, занимаемые 
каждой фазой (a1 + a2 = 1, a1 > 0, a2 > 0).  

Формулы (6) с учетом (4) можно преоб-
разовать к виду [8]: 
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Возьмем разность выражений (5), (7) и 
(8) на различных сторонах волновой поверхно-
сти ∑ )(t , получим: 
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Применяя к формулам (9) геометриче-
ские и кинематические условия совместности 
первого порядка [9] для каждой фазы, получим 
систему уравнений: 
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где iν  - компоненты единичного вектора нор-
мали к поверхности ∑ )(t ; )(a

iλ  )2,1( =a  – ве-
личины, характеризующие скачки первых 
производных скоростей перемещений; G – 
скорость движения волновой поверхности. 

Предполагая 01
)1( ≠= ωνλ ii , 02

)2( ≠= ωνλ ii  
на волновой поверхности, умножим (10) на iν  
и просуммируем по повторяющемуся индексу 
i, после преобразований получим однородную 
систему уравнений относительно 1ω  и 2ω : 
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Из (1.11) следует уравнение (G = Gl):  
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решение которого имеет вид: 
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2121223 AAk ρρ −= ,   Λ121114 ρρ −= Ak ,   
где 2,1lG  – скорости безвихревых волн; 

µλ 2+=Λ  
Если 0)( =ii νλ α (a = 1, 2) на поверхности 

∑ )(t  при условии, что не все )(αλi  равны нулю 
одновременно, то из (10) получим )( tGG = : 
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где Gt – скорость эквиволюминальной волны. 
Таким образом, в насыщенной жидко-

стью упруго-вязкопластической пористой сре-
де существует две безвихревые и одна эквиво-
люминальная волны ускорения, скорости ко-
торых имеют скорости продольных и попереч-
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ных волн [4, 5] и совпадают со скоростями 
волн в упругой пористой среде. 

2. Получим уравнения затухания для 
волн ускорения. Для этого продифференциру-
ем уравнения (5) по ix , а уравнения (7) по t  и 
просуммируем по повторяющимся индексам, а 
затем возьмем разность найденных выражений 
на различных сторонах волновой поверхности 
и применим геометрические и кинематические 
условия совместности второго порядка [9]:  
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После преобразований получим: 
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где −ii ML , соответственно величины, харак-
теризующие скачки  вторых производных ско-
ростей ;)(α

iV  lΩ  – средняя кривизна поверхно-
сти ∑ )(t ; −αβg компоненты первой ковари-

антной квадратичной формы; 
tδ
δ  – обозначает 

δ – дифференцирование по t [9]. 
При выводе уравнений (16) и (17) учте-

но, что 0,1 , == βννν iiii x . Исключим из урав-
нений (16) и (17) величины iL  и iM . Для этого 
умножим уравнение (16) на ( ),2
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результате преобразований и с учетом (12), 
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 Исключим из уравнения (18) 2ω . Для 
этого из первого уравнения (11) выразим 2ω  
через 1ω : 
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Тогда уравнение (18) затухания для без-
вихревой волны с учетом (19) запишем в виде: 
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Подставив в формулы (22) значение 1Γ  
из (20), получим запись коэффициентов F1, F2, 
F3 в другом виде: 
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После подстановки (23) в уравнение 
(21), преобразований, и учитывая, что 
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где s ≥ 0 – расстояние вдоль нормалей к волно-
вой поверхности. 
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Если учесть, что 0)( =ii νλ α  при переходе 
эквиволюминальной волны через поверхность 
∑ )(t , то из выражений (5)-(7), записанных в 
разрывах, умножения полученных выражений 
на )1(

iλ  и суммирования по повторяющемуся 
индексу ,i  получим уравнение затухания для 
эквиволюминальной волны первой фазы: 
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Выражения для ][ )1(
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вия пластичности Треска (3) [8]: 
Для этого продифференцируем уравне-

ние (8) по kx  и возьмем разность их значений 
на разных сторонах от волновой поверхности: 
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по kx  и запишем их в скачках. В результате 
будем иметь: 
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Для соотношений (29) применим гео-
метрические условия совместности первого 
порядка: 
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Решив систему уравнений (31) относи-
тельно iiii CBba ,,,  и подставив в (27), получим 
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(26), получим дифференциальные уравнения 
для определения затухания первой фазы без-
вихревой и экволюминальной волн в насы-
щенной жидкостью упруго-вязкопластической 
пористой среде. 
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Тогда затухание волн в насыщенной 
жидкостью упруго-вязкопластической пори-
стой среде запишем как сумму решения урав-
нения (24) и (19) или (26) и (32): 
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∑ )(t  при 0=t  запишутся в виде [9] 

,1

0
0 R

−=Ω  2
0

0
1

R
K =

.
 

Для определения средней кривизны lΩ  
подставим значения 0Ω  и 0K в формулу:  

2
00

00

21 sKs
sK

l +−
−

=
Ω
Ω

Ω
.
 

 

  (34) 

Тогда: 

sRl +
−=

0

1
Ω  

 

  (35) 

Из системы (31) найдем С1, С2 и С3: 

0,2

,2

3321)1(
3

2

311)1(
3

1

=−=

−=

C
G

C

G
C

l

l

ννω
σ

µ

ννω
σ

µ

 

 
  (36) 

Подставим (35) в формулу (27), после 
несложных преобразований получим: 

1
2
3

2
3)1(

3

)1(
, )1(

3
14][ ωνν

ση
µνε 








−+−=

k
Gl

i
p

kik  
 

 

(37) 
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Тогда (24) принимает вид: 

1
2
3

2
3)1(

3

2
1 )1(

3
14

ωνν
ση

γµ
δ
δω





















−+−=

k
Gt l

lΩ  
 
(38) 

Из уравнения (38) с учетом (35) после 
интегрирования находим: 

sk
sR

R




















−+−








+

= )1(
3
14exp 2

3
2
3)1(

30

0
011 νν

ση
µγ

ωω  
 

, 
(39) 

где −01ω значение 1ω  при .0=s  
Из формул (19) и (20) находим значение 

2ω : 

sk

sR
R

GA
G

l

l





















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×







+








−

−
=

)1(
3
14exp 2

3
2
3)1(

3

2

0

0
2

12

2
11

102

νν
ση

γµ

ρ
ρωω Λ

 

 
 
, (40) 

где γ  находится из выражения (25). 
Тогда интенсивность затухания безвих-

ревой сферической волны ускорения в упруго-
вязкопластическом пористом пространстве бу-
дет как сумма 1ω  и 2ω : 

21 ωω +=lW    (41) 
или 

sk
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l
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3
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3

2
3)1(

3

2

2
121

1
2

1211

0

0
10

νν
ση

γµ

ρ
ρρω Λ

 

 
 

(42) 

Из (42) следует, что интенсивность lW  
затухания безвихревой сферической волны за-
висит от пористости среды, коэффициентов 
вязкости и пластичности, а также от главных 
напряжений первой фазы, истинных плотно-
стей фаз и интенсивности перехода массы из 
второй фазы в первую. 
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