
Вестник ВГУИТ/Proceedings of VSUET, Т. 80, № 4, 2018 

Для цитирования For citation 
Зароченцев В.М., Кондратенко Т.В., Макоева А.К.  Методика 

статистического анализа стационарной кинетической модели 

ячейки идеального смешения // Вестник ВГУИТ. 2018. Т. 80. № 4. 
С. 133–137. doi:10.20914/2310-1202-2018-4-133-137 

Zarochentsev V.M., Kondratenko T.V., Makoeva A.K.  Methods of 

statistical analysis stationary kinetic model ideal mixing cell. Vestnik 

VGUIT [Proceedings of VSUET]. 2018. vol. 80. no. 4. pp. 133–137. 
(in Russian). doi:10.20914/2310-1202-2018-4-133-137 

133 
 

Оригинальная статья/Original article 

УДК 64 

DOI: http://doi.org/10.20914/2310-1202-2018-4-133-137 

Методика статистического анализа стационарной кинетической 
модели ячейки идеального смешения 

Владимир М. Зароченцев  1 

Татьяна В. Кондратенко  1 

Алла К. Макоева  1 
 

vlazarm@gmail.com 
starikova.tatiana@yandex.ru 
makoeva_alla@mail.ru 

 

1 

 

Северо-Кавказский горно-металлургический институт (государственный технический университет), ул. Николаева, 44, г. 
Владикавказ, 362021, Россия 

Аннотация. В статье рассмотрена методика статистического анализа стационарной кинетической модели ячейки идеального 
смешения, которую можно применить для аппаратов, использующих пространственную комбинацию ячеек идеального 
смешения. Разработана имитационная модель процессов взаимодействия двух веществ в прямоточном реакторе идеального 
смешения и построены графики химического взаимодействия этих веществ. Проведена параметрическая идентификация 
имитационной модели методом наименьших квадратов. Оценена адекватность полученной модели с помощью F-критерия и 
гипотезы о неоднородности дисперсий случайных процессов и функций. Оценены доверительные интервалы коэффициентов 
линеаризованного уравнения с помощью t-критерия, определена значимость коэффициентов для выбранной формы 
уравнения. Полученные значения доверительных интервалов обусловлены заложенными в имитационную модель 
стохастическими факторами и взаимным влиянием отклонений разных параметров.  Результаты расчетов приведены в 
примере 1 и примере 2. Величина относительной ошибки для выходных концентраций составила более 10%. Поэтому было 
выполнено усреднение по пяти повторным наблюдениям в каждой точке для уменьшения дисперсии. Усредненные значения 
параметров пригодны для имитационного моделирования и анализа процессов. Результаты исследований можно 
использовать для разработки методов математического моделирования и анализа в стационарных химико-технологических 
процессов, протекающих в растворах. 
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Abstract. The article describes the statistical analysis method of the stationary kinetic model of perfect mixing cell which can be 
applied to devices using spatial combination of perfect mixing cells. A simulation model of interaction of two substances in a 
continuous-flow reactor of perfect mixing and graphs of chemical interaction of the substances is elaborated. A parametric simulation 
model identification method of least squares is conducted. The adequacy of the model obtained using the F-test and the hypothesis of 
heterogeneity of variances of random processes and functions is evaluated. The possible intervals of the linear zed equation coefficients 
using t-test are significance estimated coefficients are determined for the chosen form of the equation. The obtained values of the 
possible intervals are caused by in the stochastic factors simulation model by and mutual influence of deviations of different 
parameters. The calculation results are shown in Example 1 and Example 2. The relative error for output concentration was more than 
10%. Therefore averaging over five repeated observations at each point in order to reduce the dispersion was performed. The averaged 
values of the parameters are suitable for the simulation and analysis processes. The results of research can be used for the development 
of mathematical modeling methods and analysis in fixed-chemical processes occurring in solutions. 
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Введение 

Многие процессы в технологических  
аппаратах могут быть описаны с помощью 
уравнений материального баланса химических 
реакций для ячейки идеального смешения.  
Такие модели применяются как для отдельных 
аппаратов, характеристики которых приближены 
к идеальному смешению, так и для объектов, 
которые можно разбить на пространственную 
комбинацию ячеек идеального смешения. 

 

Бимолекулярные реакции встречаются 

чаще, поэтому в имитационной модели процесс 

взаимодействия двух веществ A и B описывается 

по стехиометрическому уравнению (1). Скорость 

этой реакции определяется уравнением: 

 A BA
C A B

dC
K C C

d

 


  . (1) 
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Система уравнений баланса потоков  
имитационной модели имеет вид: 

  
0

A B

A A C A BvC vC K T C C V   , (2) 

  
0

A B

B B C A BvC vC K T C C V   ,  (3) 

где знак “~” – означает влияние случайной  
составляющей на значение соответствующего 
параметра; в уравнениях вводится знак прибли-
женного равенства, потому что случайные  
факторы могут нарушить мгновенный баланс 
потоков; температура процесса T хотя и  
является переменной, но в данном процессе не 
подвергается стохастическому воздействию. 

Графики имитационного моделирования 
химического взаимодействия веществ в проточном 
реакторе идеального смешения в стационарном 
режиме по уравнениям (2)–(3) приведены  
на рисунке. 

Для параметрической идентификации 
имитационной модели, описываемой в уравне-
ниях (2)–(3), удобно использовать линейный 
метод наименьших квадратов, который реали-
зуется уравнением 

       
1

T T
A U X U X U X Y



 .  (4) 

Формулу (4) можно применять к линеари-
зованному уравнению (2), которое получено  
при логарифмировании выражений (2)–(3). В ре-
зультате получается линейное уравнение вида: 

     0 1 1 2 2 3 3 y a a u X a u X a u X    .  (5) 

 
Рисунок 1. Моделирование изменения концентраций 
веществ A и B по уравнениям (1) и (2) в зависимости 
от скорости подачи раствора при заданной 
температуре в ячейке; САrnd, СВrnd – рандоми-
зированные по закону нормального распределения; 
САmdl, СВmdl – средние, без стохастической 
составляющей 

Figure 1. Modelling of changes in concentrations of 
substances A and B by equations (1) and (2) depending 
on the flow rate of the solution at the specified 
temperature in the cell; САrnd, СВrnd – randomized 
under the law of normal distribution; SA САmdl, 
СВmdl – middle, without stochastic component 

Элементы уравнения (5) преобразуются 

из уравнения (2) с помощью следующих соот-

ношений: 

    
0

ln ln A Ay v C C   ,  (6) 

  , ,A BX T C C ,  (7) 

    0 0ln lna k V  ,  (8) 

 
1

aEa
R

  ,  (9) 

 2 3, A Ba a   ,  (10) 

  1

1
u X

T
 ,  (11) 

    2 3ln ,  lnA Bu X C u X C  .  (12) 

 Для определения значений элементов 

матрицы A были получены экспериментальные 

данные методом планируемого имитационного 

эксперимента «34» с тремя уровнями и четырьмя 

независимыми факторами в условиях стохасти-

ческой неопределённости 1–5% (всего 81 точка). 

Применяя выражение (4) к эксперимен-

тальным данным, преобразованным с помощью 

выражений (6)–(12), получается матрица  

коэффициентов уравнения (5): 

 А = (-3,507; - 239,789; - 0,9; - 1,099).  

Провели исследование полученной модели 

на адекватность результатам имитационного 

моделирования (рисунок 1). Для этого разделили 

показатели и независимые параметры в правой 

и левой частях линеаризованного уравнения (5) 

и уравнения материального баланса (2): 

    
0

ln ln A Av C C  

       ln ln ln ln ,C A A B BK V C C     (13) 

    
0

A B

A A C A Bv C C K T C C V   .  (13) 

Провели оценку адекватности с помо-

щью F-критерия и гипотезы о неоднородности 

дисперсий случайных процессов и функции. 

Для этого вычислили отношение двух дисперсий, 

которое является оценкой значения F-критерия 

для выборки наблюдений: 

 max

min

tbl

D
F F

D
  ,  (14) 

где tblF  – табличное значение F-критерия,  

которое рассчитывается с помощью функции qF 

(a, fmах, fmin). 
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Задачей определения адекватности с помо-
щью F – критерия являлась проверка гипотезы 
о том, что случайные изменения наблюдаемых 
значений в экспериментальных точках и отклоне-
ния значений функции от средних наблюдений 
вызваны разными случайными процессами. 
Если дисперсии однородны, то аппроксимация 
экспериментальных данных фактически пре-
вращается в интерполяцию, и функциональная 
зависимость не описывает с выбранным уровнем 
надежности неслучайные закономерности. 

Определили дисперсию воспроизводимости 
левой части уравнения (13) по формуле 

 
 

 

21 1

,0 0

1

N m

j j ij i

Y

y y
D

N m

 

 





 
. 

Определили дисперсию адекватности  
модели как отношение суммы квадратов откло-
нений расчетных значений от средних к числу 
степеней свободы, равному разнице между числом 
экспериментов и коэффициентов модели: 

 
      

21

0 1 1 2 2 3 30

4

N

jj

Yad

m y a a u X a u X a u X
D

N




   




  

Для уравнения (14) вычислили диспер-
сии воспроизводимости и адекватности: 

 
 

 

21 1

,0 0

1

N m

j j ij i

G

g g
D

N m

 

 





 
,  

 
  

21

0
,

4

N

jj

Gad

m g F A X
D

N










, 

где  ,  F A X – правая часть уравнения (13);  

A – матрица коэффициентов; X – матрица  
параметров. 

Имитационное исследование показало, 
что условие (15) выполняется при повышении 
точности поддержания параметров и измерения 
показателей моделирования. Можно отметить, 
что уравнение (14) дает большую однород-
ность, чем уравнение (13), что справедливо 
для исходного уравнения. 

Провели оценку доверительных интервалов 
коэффициентов линеаризованного уравнения 
с помощью t – критерия. Целью данного  
оценивания являлось определение значимости 
коэффициентов для выбранной формы уравнения. 
Коэффициент считается значимым, если его  
абсолютная величина больше соответствующего 
доверительного интервала. 

Для этого вычислили матрицу дисперсий-
ковариаций коэффициентов: 

     
1

T

cov YD D U X U X


 . 

На главной диагонали матрицы covD  

находятся оценки дисперсий коэффициентов 

уравнения (13). Доверительные интервалы  

рассчитали по формуле 

  , , ,    0,   ,3j f cov j jI t D j   , 

где   – доверительная вероятность; f  – число 

степеней свободы. 

Результаты расчета приведены в примере 1. 

Пример 1. Анализ доверительных интервалов  

коэффициентов модели. 

Вычисляем матрицу дисперсий-ковариаций 

коэффициентов: 

 

 

(I) 

 

 

 

 

Полученные в результате расчета в мат-
рице I доверительные интервалы значительно 
меньше по абсолютной величине значений коэф-
фициентов модели, приведенных в матрице A: 

  , , ,    0,   ,3i i i iI A i   .  

Следовательно, рассчитанные коэффициенты 
модели являются значимыми. 

Оценили доверительные интервалы  
концентраций веществ на выходе из ячейки 
с помощью t – критерия: 

 , xX f XI t D ,  (16) 

где   XD  – оценка дисперсии концентрации  

вещества X в выходном растворе (А или В); 

xf  – число степеней свободы. 

i 0 3

DC DY U
T

U 
1



DC

2.295 10
4



0.07

4.601 10
6



4.601 10
6



0.07

22.768

0

0

4.601 10
6



0

2.787 10
6



0

4.601 10
6



0

0

2.787 10
6





















qt 0.95 N m( ) 1.648

I
i

qt 0.95 N m( ) DC
i i 



I

0.025

7.863

2.751 10
3



2.751 10
3





















A

3.507

239.789

0.9

1.099
















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Целью данного оценивания является  

проверка гипотезы о значимости параметров 

модели в исследуемой области. 

Оценку дисперсии выходных веществ 

рассчитали по формуле 

 
 

21

,0 0

N m

j j ij i

X

x x
D

N m



 





 
,  (17) 

где  jx  – среднее значение концентрации веще-

ства X в выходящем растворе в j-й точке плана 

экспериментов, 
,  j ix  – наблюдаемое i-е значение 

в j-й точке. 

Результаты вычислений дисперсии и до-

верительных интервалов по формулам (16) и 

(17) приведены в примере 2. 

Пример 2. Определяем доверительные интервалы 

выходных концентраций: 

 

 

  

  

Значения доверительных интервалов  

составили: для вещества A – 1,013 и для вещества 

B – 0,892. Такие отклонения обусловлены  

заложенными в имитационную модель стоха-

стическими факторами и взаимным влиянием 

отклонений разных параметров: температуры 

и концентраций. По сравнению с заданным  

диапазоном моделирования такие отклонения яв-

ляются допустимыми, а параметры – значимыми. 

Относительную ошибку определения  

выходных концентраций при заданном диапазоне 

моделирования и рассчитанных доверительных 

интервалах определили по формуле 

 x
x

x

I

L
  ,  

где  xL – диапазон значений параметра x. 

 Величина относительной ошибки для 

выходных концентраций составила более 10%. 

Поэтому было выполнено усреднение по пяти 

повторным наблюдениям в каждой точке для 

уменьшения дисперсии. Усредненные значения 

параметров пригодны для имитационного  

моделирования и анализа процессов. 

Выводы 

1. В данном исследовании рассмотрены 

задачи имитационного моделирования кине-

тики химических реакций и материального  

баланса в стационарных условиях для реактора 

идеального смешения. 

2. Выполнен анализ модели на адекватность 

с применением статистических критериев. 

3. Результаты исследований полезны для 

разработки методов математического моделиро-

вания и анализа стационарных химико-техноло-

гических процессов, протекающих в растворах. 
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