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Аннотация. Разработанная имитационная модель позволяет проводить компьютерные эксперименты по смешиванию компонентов, в 
которых изменяются параметры компонентов смеси или смесителя, устанавливается характер влияния параметра и даются рекомендации 
по выбору его оптимальных значений. Модель процесса смешивания учитывает размеры, форму и реологические свойства компонентов 
смеси, а также взаимодействие сыпучего материала с рабочими поверхностями смесителя (лопатками, стойками лопаток, валами, 
корпусом). Иммитационная математическая модель смесителя обладает высоким пространственным разрешением для корректного 
воспроизведения взаимодействия частиц в процессе смешивания. В рамках конечно-элементного приближения сыпучий материал 
представляется как совокупность множества элементов. Для моделирования механического поведения смеси использовался метод 
динамики частиц. Моделирование производится в трехмерном декартовом пространстве. Состояние каждого элемента задается шестью 
переменными: координатами его центра и компонентами скорости. Решением данной системы дифференциальных уравнений второго 
порядка являются функции, определяющие траектории движения элементов и позволяющие оценить эффективность процесса 
перемешивания. Для решения дифференциальных уравнений такого вида используется численный метод Рунге-Кутта второго порядка. Для 
реализации расчета по представленным выше формулам и удобства проведения серий компьютерных экспериментов разработана 
компьютерная программа на языке Object Pascal в интегрированной среде программирования Borland Delphi 7. Разработанная 
математическая модель процесса смешивания сыпучих компонентов позволяет подобрать рациональные технологические режимы 
смешивания, что дает возможность увеличить однородность смешивания до 98 % и рассчитать кинематический режим процесса 
смешивания в смесителе за счет создания «квазиневесомого» гидродинамического режима смешивания и существенного ускорения 
процесса смешивания.   

Ключевые слова: смешивание, сыпучий материал, математическая модель, расчет, параметры. 
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Abstract. The developed simulation model allows computer experiments on mixing components in which the parameters of the components 
of the mixture or mixer are changed, the nature of the influence of the parameter is established and recommendations for choosing the optimal 
values of the parameter are given. The model of the mixing process takes into account the size, shape and rheological properties of the 
components of the mixture, as well as the interaction of the bulk material with the working surfaces of the mixer (blades, blade struts, shafts, 
housing). The simulation mathematical model of the mixer has a high spatial resolution for the correct reproduction of the interaction of 
particles in the mixing process. In the framework of the finite element approximation, the bulk material is represented as a set of elements. 
The particle dynamics method was used to model the mechanical behavior of the mixture. Modeling is performed in three-dimensional 
Cartesian space. The state of each element is defined by six variables: the coordinates of its center and the velocity components. The solution 
of this system of differential equations of the second order are the functions that determine the trajectories of motion of the elements and allow 
to evaluate the efficiency of the mixing process. To solve differential equations of this kind, the second – order numerical method-Runge-
Kutta is used. A computer program in the Object Pascal language in the Borland Delphi 7 integrated programming environment has been 
developed to implement the calculation according to the above formulas and to make it easier to conduct a series of computer experiments. 
The developed mathematical model of the process of mixing of bulk components allows to choose rational technological modes of mixing, 
which makes it possible to increase the homogeneity of mixing up to 98 %, and to calculate the kinematic mode of the mixing process in the 
mixer by creating a "quasi-weight" hydrodynamic mixing mode and a significant acceleration of the mixing process.  
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Введение 

Для теоретического исследования двухваль-

ного смесителя разработана его имитационная  

модель, позволяющая проводить компьютерные 

эксперименты по смешиванию компонентов. 

На основе серий компьютерных экспериментов, 

в которых изменяется тот или иной параметр 

компонентов смеси или смесителя, устанавли-

вается характер влияния параметра и даются 

рекомендации по выбору оптимальных значе-

ний параметра. 

Для адекватного представления в модели 

процесса смешивания необходимо учитывать 

размеры, форму и реологические свойства  

компонентов смеси. Отдельную сложность 

представляет расчет взаимодействия сыпучего 

материала с рабочими поверхностями смеси-

теля (лопатками, стойками лопаток, валами, 

корпусом). Поэтому математическая модель 

двухвального смесителя должна обладать высо-

ким пространственным разрешением [1], чтобы 

корректно воспроизвести сыпучий материал 

и форму рабочих поверхностей, а также высо-

ким временным разрешением, чтобы с высокой 

адекватностью воспроизвести взаимодействие 

частиц в процессе смешивания. 

Цель работы – разработка математической 

модели процесса смешивания сыпучих компо-

нентов в двухвальном смесителе, расчет и обос-

нование конструкции двухвального смесителя. 

Результаты и обсуждения 

В рамках конечно-элементного прибли-

жения сыпучий материал представляется как 

совокупность множества (порядка 103–105) 

элементов. Каждый элемент представляет  

собой либо крупную частицу смеси, либо  

некоторый объем смеси, ведущий себя как 

единое целое. В рамках конечно-элементного 

приближения рабочие поверхности смесителя 

представляются в виде совокупности множе-

ства элементарных треугольников. Элементы 

смеси механически взаимодействуют как 

между собой, так и с рабочими поверхностями 

смесителя (рисунок 1). 

Для моделирования механического  

поведения смеси используется метод динамики 

частиц [2–5]. 

Будем считать, что компоненты смеси  

состоят из множества элементов шарообраз-

ной формы с диаметром порядка 10–4–10–3 м. 

При контакте элементов друг с другом и  

с рабочими поверхностями смесителя возни-

кают упругие силы, а также силы сухого и вяз-

кого трения (рисунок 2). Под действием сил  

в модели рассчитывается движение элементов 

по законам классической динамики. В модели 

необходимо воспроизвести изменение состояния 

системы элементов (процесс перемешивания) 

и определить суммарное механическое воздей-

ствие элементов на вращающиеся элементы 

смесителя, позволяющее рассчитать потребля-

емую мощности. 

 

Рисунок 1. Представление смесителя и компонентов 

в модели 

Figure 1. Representation of mixer and components  

in the model 
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Рисунок 2. Силы, возникающие при контакте двух 

элементов смеси (а) и между элементом и 

поверхностью смесителя (б): FУ – упругие силы;  

FС и FВ – силы сухого и вязкого трения. Векторные 

величины обозначены жирным шрифтом 

Figure 2. Forces arising from the contact of two 

elements of the mixture (a) and between the element and 

the surface of the mixer (b): CU – elastic forces; FS and 

FB – forces of dry and viscous friction. Vector values 

are indicated in bold 

Моделирование производится в трехмерном 

декартовом пространстве (x, y, z). Состояние 

каждого элемента Ei задается шестью перемен-

ными: координатами его центра (XI, yi, zi) и  

компонентами скорости (VXI, vyi, vzi). 
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Уравнения движения элементов составлены на основе второго закона Ньютона: 
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где i – номер элемента; NЭ – количество элементов; mi – масса элемента; t – время; j – номер элемента, 

возможно контактирующего с i-м элементом; сij – коэффициент жесткости взаимодействия элементов 

i и j (рассчитывается через модули упругости) kС
ij и kВ

ij – коэффициенты сухого трения элементов  

i и j друг о друга; di – диаметр i-го элемента; rij – расстояние между центрами элементов i и j;  

αO – коэффициент ограничения взаимодействия между элементами (выбирается из диапазона 1,0…1,1 

и позволяет задавать "липкость" элементов); NП – количество элементарных поверхностей смесителя; 

сi–Пj, k
С

i–Пj и kВi–Пj – коэффициенты жесткости, сухого и вязкого трения при взаимодействии элемента i  

с поверхностью j; ri–Пj – расстояние от центра i-го элемента до j-й поверхности; XI-Пj, yi-Пj, zi-Пj – декартовы 

координаты точки-проекции центра элемента i на поверхность j; vxПj, vyПj, vzПj – компоненты скорости 

центра j-й элементарной поверхности; |…| – модуль вектора; g – ускорение свободного падения. 

 

Сила упругости выступает в качестве 

силы нормальной реакции между элементами, 

приводящей к отталкиванию элементов, если 

они вступят в контакт – если расстояние между 

элементами rij будет менее (di + dj)/2. Расстояние rij 

между центрами элементов рассчитывается через 

координаты центров по теореме Пифагора: 

     
2 2 2

.ij i j i j i jr x x y y z z       

Решением данной системы дифференци-

альных уравнений второго порядка являются 

функции XI(t), yi(t), zi(t), определяющие траектории 

движения элементов и позволяющие оценить 

эффективность процесса перемешивания. 
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Рабочие поверхности смесителя представ-

лены в модели совокупностью более 100 элемен-

тарных треугольников. Часть элементарных  

треугольников неподвижна (корпус смесителя), 

часть – движется в пространстве (лопатки). 

Если элементарная треугольная поверхность Пj 

контактирует c элементом i, то между ними воз-

никают упругие силы отталкивания (или притя-

жения в случае липких элементов, что задается 

коэффициентом α0) и силы сухого и вязкого 

трения. Силы, действующие на элемент, приво-

дят к изменению его траектории движения, 

а противоположные им силы, действующие 

на лопатки, позволяют рассчитать суммарное 

сопротивление движению лопаток и затем, по-

требляемую смесителем мощность. Для расчета 

указанных сил необходим математический ап-

парат, позволяющий определить, контактирует 

ли элемент с треугольной элементарной по-

верхностью. Если контактирует, то контакти-

рует ли с центральной частью поверхности (вари-

ант I на рисунке 3), ребром (вариант II) или углом 

(вариант III).  

 I 

 II 

 III 

1 

2 

3 

5 
6 

4 

 
Рисунок 3. Возможные варианты взаимодействия 

элемента смеси с элементарной треугольной 

поверхностью: I – с плоскостью; II – с ребром;  

III – с вершиной. Если центр элемента попадает в 

области 1, 3, 5, то элемент взаимодействует с ребром 

элементарной треугольной поверхности. Если 

попадает в области 2, 4, 6 – взаимодействует с 

вершиной элементарной треугольной поверхности 

Figure 3. Possible variants of interaction of a component 

of a mixture with the basic triangular surface: I – plane; 

II – with an edge; III – with the top up. If the center of 

the element falls in areas 1, 3, 5, the element interacts 

with the edge of the elementary triangular surface. If it 

falls in areas 2, 4, 6 – interacts with the vertex of the 

elementary triangular surface 

Далее необходимо определить расстоя-

ние ri-Пj от элемента до плоскости, позволяющее 

рассчитать величину упругой силы отталкивания, 

и направление действия силы, задаваемое от-

резком Ei–Eiпр, где Ei и Eiпр – центр элемента 

и проекция центра элемента на плоскость  

элементарной поверхности (в варианте II опре-

деляется проекция на ребро, в варианте III  

в качестве Eiпр используется вершина треуголь-

ника). Изложим подробно только наиболее 

сложный алгоритм проверки контакта элемента i 

с внутренней частью треугольником Пj (вариант I). 

Проверка осуществляется в два этапа: 

сначала определяется проекция центра эле-

мента (XI, yi, zi) на плоскость, содержащую  

треугольник, затем проверяется, попадает ли 

точка проекции внутрь или вне треугольника. 

На первом этапе составляется уравнение плос-

кости, проходящей через три точки – вершины 

Tj1, Tj2, Tj3 треугольника по известной в анали-

тической геометрии формуле 

 

1 1 1

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

0,

j j j

j j j j j j

j j j j j j

x x y y z z

x x y y z z

x x y y z z

  

   

  

  

где x, y, z – координаты произвольной точки, 

принадлежащей плоскости; xj1, yj1, zj1 – коорди-

наты вершины Tj1; xj2, yj2, zj2 – вершины Tj2;  

xj3, yj3, zj3 – вершины Tj3. 

После вычисления определителя данное 

уравнение имеет вид 

 0,Ax By Cz D     

где A, B, C, D – коэффициенты уравнения плос-

кости. 

Уравнение плоскости необходимо нор-

мировать делением всех коэффициентов 

на длину нормального к плоскости вектора 

2 2 2A B C  : 

 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
0.

A B
x y

A B C A B C

C D
z

A B C A B C

 
   

  
   

 

Будем далее обозначать нормированные 

коэффициенты индексом "н", тогда нормиро-

ванное уравнение плоскости примет вид 

 н н н 0.нA x B y C z D     

Тогда расстояние ri-Пj от центра элемента 

(XI. yi. zi) до плоскости можно рассчитать по 

следующей формуле аналитической геометрии 

 .i Пj н i н i н i нr A x B y C z D      

Так как большинство элементов не кон-

тактируют с данной треугольной элементарной 

поверхностью в текущий момент времени, на 



Вестник ВГУИТ/Proceedings of VSUET, Т. 81, № 2, 2019 

Для связи с редакцией: post@vestnik-vsuet.ru 17 

данном этапе расчета производится исключе-

ние всех неконтактирующих элементов смеси 

по условию ri-Пj > di/2, что позволяет суще-

ственно ускорить вычисления на компьютере. 
Для того чтобы определить, взаимодей-

ствует ли элемент с внутренней частью треуголь-
ной поверхности (по варианту I), необходимо 
найти проекцию центра элемента на плоскость 
данного треугольника. Так как известны коор-
динаты нормального вектора Aн, Bн и Cн и рас-
стояние ri-Пj от точки до плоскости, проекция 
Eiпр(xiпр, yiпр, ziпр) находится смещением по  
нормальному вектору: 

 

;

;

.

iпр i н i Пj

iпр i н i Пj

iпр i н i Пj

x x A r

y y B r

z z C r







  

  

  

 

Для проверки попадания точки Eiпр 
внутрь или вовне треугольника Tj используется 
метод проверки по площадям треугольника: 
сумма площадей трех треугольников, построен-
ных на вершинах исходного треугольника 
и точке Eiпр, должна равняться площади всего 
треугольника Tj, то есть 

 
1 2 3 2 3

1 3 1 2

( ) ( )

( ) ( ).

j j j iпр j j

j iпр j j j iпр

S T T T S E T T

S T E T S T T E

   

   
 

Если суммарная площадь треугольников 

2 3iпр j jE T T , 
1 3j iпр jT E T  и 

1 2j j iпрT T E  оказывется 

больше площади элементарного треугольника 

1 2 3( )j j jS T T T , это означает, что точка Eiпр не ле-

жит внутри треугольника Tj и элемент либо 
не контактирует с данной элементарной по-
верхностью, либо контактирует с ней по ребру 
или вершине элементарного треугольника. 

Если обнаружено, что элемент контактирует 
с элементарной поверхностью, производится 
расчет сил упругости, сухого и вязкого трения, 
действующих между элементом смеси и по-
верхностью смесителя по формуле. 

С течением времени элементарные тре-
угольные поверхности, которыми представлены 
лопатки и ребра, представляющие стойки лопаток, 
совершают вращательное движение в простран-
стве (рисунок 4). При этом в модели непрерывно 
корректируются в приближении равномерного 
вращательного движения координаты точек-
вершин соответствующих треугольников Tij 
(где i – номер треугольника,j – номер вершины). 

Метод численного интегрирования.  
Дифференциальные уравнения, описывающие 
движение элементов 

 
2

1 2 32

d x dx
m k k x k

dt dt
     

или  

 1 2 3 ,ma k v k x k    

где m – масса элемента; x – искомая функция 
(зависимость координата x, y или z от времени); 
t – время; k1, k2, k3 – величины, не зависящие  
от x, но зависящие от других искомых функций 
системы дифференциальных уравнений; a – 
ускорение (соответствующая декартова компо-
нента ax, ay или az); v – скорость (соответствую-
щая декартова компонента VX, vy или vz). 

Для решения дифференциальных уравнений 
такого вида используется численный метод – 
Рунге-Кутта второго порядка (другое название 
метода – модифицированный метод Эйлера-
Коши) [11]. Метод численного интегрирования 
реализуется следующими итерационными  
формулами 

 
2

1 1 2 3 ;
2

tk v k x k
x x v t

m

 
  

 
      

 

Рисунок 4. Представление рабочих поверхностей 

смесителя как совокупности элементарных 
треугольных поверхностей, ребер и угловых точек 

Figure 4. Representation of the working surfaces of the 
mixer as a set of elementary triangular surfaces, edges 

and angular points 

 1 1 2 3 ,
k v k x k

v v t
m

 
   

     

где индексы τ и τ+1 обозначают текущий и  
последующий шаг интегрирования по времени; 
Δt – величина шага интегрирования. Данный 
метод имеет второй порядок точности по отно-
шению к искомой функции x(t). 

Для основной системы дифференциальных 
уравнений, описывающей движение элементов 
смеси, необходимо задать начальные условия: 
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положение в пространстве и скорость элемен-
тов в начальный момент времени. В начальный 
момент времени заданное количество элемен-
тов размещается в геометрической области 
в форме параллелепипеда в верхней части  
смесителя, при этом координаты элементов  
выбираются случайным образом с помощью  
генератора случайных чисел, имеющих равно-
мерный закон распределения. Начальные  
скорости элементов задаются равными нулю. 
С началом интегрирования уравнений движения 
элементы, изначально находящиеся в плотном 
контакте друг с другом, приобретают скорости 
под действием упругих сил и разлетаются 
в объеме смесителя. Благодаря силам сухого 
и вязкого трения происходит постепенное 
уменьшение энергии элементов, и спустя 2–3 с от 
начального момента времени они оседают в ниж-
ней части смесителя. После этого валы с лопат-
ками начинают вращаться с заданной угловой 
скоростью, и начинается основной компьютерный 
эксперимент по смешиванию компонентов. 

Система дифференциальных уравнений 
считается устойчивой, если ее решение практи-
чески не зависит от начальных условий. Для 
разработанной модели условие устойчивости 
выполняется для всей совокупности уравнений 
в отношении усредненных показателей, которые 
подлежат определению: коэффициент вариации, 
средняя потребляемая мощность и многие дру-
гие. Необходимо отметить, что устойчивость 
каждого отдельного дифференциального урав-
нения не является высокой, так как элементы 
в процессе интегрирования уравнений движения 
контактируют между собой случайным образом. 
Соответственно силы, действующие на элементы, 
то появляются, то исчезают, что вызывает разрывы 
в возмущающих функциях дифференциальных 
уравнений. Однако для большого количества 
дифференциальных уравнений второго порядка 
(а в модели для каждого из 103–105 элементов 
в модели решаются три уравнения – для  
коориднат x, y, z) результат пространственного 
и временного усреднения характеристик 
по многим элементам не зависит от начального 
положения и скорости элементов. 

Такая особенность математического  
описания (неустойчивость каждого отдельного 
уравнения, но устойчивость системы уравнений 
в целом) является естественной для природных 
процессов и типична для моделей вещества 
в физике, химии, материаловедении. Аналогичная 
ситуация встречается в методе молекулярной 
динамики, с помощью которого моделируют 
движение атомов и молекул [15], в котором 
также, каждое отдельное уравнение малоустойчиво, 

однако в целом система уравнений устойчива 
по средним характеристикам системы (давление, 
средняя плотность и т. п.). 

В предлагаемой модели приняты следующие 

допущения: 

─ частицы смеси являются шарообраз-

ными; 

─ в пределах одного элемента вещество 

считается сплошной средой с постоянной  

по всему объему плотностью; 

─ элементы движутся по законам клас-

сической механики; 

─ механическое взаимодействие между 
элементами и поверхностями смесителя носит 

линейный упруго-вязкий характер; 

─ корпус и лопатки смесителя могут 

быть представлены совокупностью треугольников 

конечного размера. 

 Расчет показателей эффективности. Для 

количественной характеристики однородности 

смеси целесообразно использовать коэффициент 

вариации (неоднородности) 

 
2

1 1100
; ,

1

n n

i i

i i
c

c c c

k c
c n n

 

  

   
  

 
 

где < c > – среднее содержание ключевого ком-

понента в пробах; ci – содержание ключевого 

компонента в i-й пробе; n – количество проб.  

В процессе перемешивания двух равных по объ-

ему компонентов коэффициент kс теоретически 

должен уменьшаться от 50% (компоненты разде-

лены) до 0% (смесь полностью однородна). 

Применительно к разработанной модели 

в основных компьютерных экспериментах kс 

рассчитывался следующим образом. Так как 

в модели смесь состоит из конечного числа  

элементов, объем пробы для определения  

концентрации ci должен быть достаточно боль-

шим и содержать не менее 100 элементов, 

чтобы достигнуть точности определения  

концентрации более 95%. Исходя из симметрии 

камеры смесителя, камера была разделена 

на четыре части одинакового объема – двумя 

вертикальными плоскостями вдоль и поперек 
камеры. В выбранной для модели системе  

координат уравнения данных плоскостей были 

x = 0; y = 0. При этом в каждую часть попадало 

примерно NЭ/4 элементов, что составляло  

достаточно большую величину для определе-

ния ci, а следовательно, и kc с точностью,  

превышающей 99%. В этом случае количество 

проб n равнялось четырем, и средняя концен-

трация компонента <с> и коэффициент kс  

рассчитывались по формулам: 
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где ti – тип i-го элемента; фигурная скобка {…означает одновременное выполнение условий; квадратная 

скобка [… – выполнение любого из условий. 

 

Средняя в течение компьютерного экспери-
мента мощность Nср, потребляемая смесителем, 
рассчитывается по формуле: 
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где tКЭ – длительность компьютерного экспери-
мента; Δt – шаг интегрирования; […] – операция 
округления до целого числа; NЭ и NП – количество 
элементов и элементарных поверхностей  

треугольной формы; iv  – скорость i-го элемента 

на текущем шаге интегрирования τ; ijF – сила 

взаимодействия i-го элемента с j-м элементарным 
треугольником рабочей поверхности; знаком «·» 
обозначается скалярное произведение векторов; 
NСТ – мощность, расходуемая в подшипнике 
вала на сухое трение; αВТ – коэффициент вяз-
кого трения в подшипнике вала; ωв – угловая 
скорость вала. 

Продолжительность смешивания tс опре-
деляется как время, за которое коэффициент kс 

достигает заданного уровня, при котором смесь 
считается готовой (принят равным 1%): 

 
1%c

c k
t t


 . 

Программная реализация модели. Для  

реализации расчета по представленным выше 

формулам и удобства проведения серий компью-

терных экспериментов разработана компьютер-

ная программа «Программа для моделирования 

двухвального смесителя» на языке Object Pascal 

в интегрированной среде программирования 

Borland Delphi 7 (рисунок 5). 

Программа предназначена для многократ-

ного проведения компьютерных экспериментов 

по смешиванию компонентов и определения 

на этой основе оптимальных конструктивных 

параметров двухвального смесителя для  

компонентов различных типов. 

Основные функциональные возможности 

программы: 

─ задание основных реологических  

параметров компонентов смеси; 
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─ задание формы корпуса смесителя,  

лопаток и пространственного размещения  

лопаток на валах; 

─ вывод на экран в процессе компьютер-

ного эксперимента трех проекций смесителя и 

элементов смеси, а также графиков временных 

зависимостей коэффициента вариации (неодно-

родности) и потребляемой мощности. 

Основные технические характеристики 
программы: 

─ количество элементов смеси от 1000 
до 100000; 

─ размер элементов смеси от 0,1 до 10 мм; 
─ длительность компьютерного экспери-

мента по смешиванию от 3 до 60 мин (зависит  
от количества элементов, данные приведены 
для тактовой частоты процессора 3 ГГц). 

  
a b 

Рисунок 5. Вывод результатов моделирования в «Программе для моделирования двухвального смесителя»:  

a –начало смешивания; b – завершение смешивания 

Figure 5. The conclusion of the simulation results in the "program for modeling a two-shaft mixer": a – beginning  

of mixing; b – end of mixing 

 

Заключение 

Применение разработанной математиче-

ской модели процесса смешивания сыпучих 

компонентов позволит подобрать рациональные 

технологические режимы смешивания, что дает 

возможность увеличить однородность смешива-

ния до 98%, и рассчитать кинематический режим 

процесса смешивания в двухвальном смесителе 

за счет создания «квазиневесомого» гидродина-

мического режима смешивания и существенного 

ускорения процесса смешивания. 
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