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Приближенный метод построения  
коллективного выбора  

 
Рассмотрен метод нахождения оценок коэффициентов функции полезности, которая 
выступает в качестве структуры механизма выбора, порождающего наблюдаемую по 
результатам групповой экспертизы на ограниченной выборке альтернатив коллектив-
ную функцию выбора. Приведен численный пример, иллюстрирующий работу пред-
ложенного метода. 
 
In article the method of a finding of estimations of coefficients of function of usefulness 
which represents itself as structure of the mechanism of the choice generating observed by 
results of group expertise on limited sampling of alternatives a collective choice function is 
considered. The numerical example illustrating operation of the offered method is resulted. 
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Как правило, задача коллективного вы-
бора формулируется так. Существует набор 
многокритериальных альтернатив и есть кол-
лектив экспертов, от которых требуется упо-
рядочить в соответствии со своими предпочте-
ниями все альтернативы. На основании ре-
зультатов опроса экспертов требуется их ин-
дивидуальные предпочтения преобразовать в 
некий единый коллективный выбор, т.е. прове-
сти голосование. 

Традиционные процедуры голосования 
требуют вовлечения в процесс сравнения и 
оценки всего имеющегося набора альтернатив, 
поэтому при большой мощности исходного 
набора вариантов они становятся непригодны. 

Принципиально иной подход содержит-
ся в методе экстраполяции экспертных оценок 
(МЭЭО), предложенном в [1, 2] группой уче-
ных ВГУИТ. В этом методе на основе экс-
пертного сравнения альтернатив из некоторой 
небольшой обучающей выборки строится си-
стема равенств и неравенств, описывающая 
область возможных значений вектора коэффи-
циентов функции обобщенного критерия (ОК). 
Один из вариантов МЭЭО [3] предполагает, 
что в оценивании альтернатив могут участво-
вать несколько экспертов, расхождения в их 
мнении интерпретируются как случайные 
ошибки, а итоговые оценки коэффициентов 
функции ОК определяются на основе принци-
па максимального правдоподобия (ММП). Та-
ким образом,  данный вариант МЭЭО может 
быть использован как механизм голосования 
при коллективном выборе. 
© Бугаев Ю.В., Никитин Б.Е., Чайковский А.С., 2012 

Метод экстраполяции экспертных 
оценок. Рассмотрим применение ММП в экс-
траполяции экспертных оценок. Исходной 
предпосылкой для МЭЭО является существо-
вание функции обобщенного критерия (ОК) 

       xfbxfbbxF T
uu, ,      (1) 

где  xfu  – известные функции; ub  – неиз-
вестные параметры.  

В общем случае результат ранжирования 
обучающей выборки из m  альтернатив каж-
дым r -м экспертом можно представить в виде 
матричного неравенства  

  0wC r ,      (2) 
где w  – вектор полезностей альтернатив;  rC , 

nr ,,1  – матрица, отображающая вариант 
упорядочения, выбранный r -м экспертом;            
n  – число экспертов. 

Система (2) соответствует наступлению 
определенного случайного события, вероят-
ность которого определяется по формуле 
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где   ,,axg  – плотность m -мерного нор-
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Функция правдоподобия в соответствии 
с формулой полиноминального распределения 
примет вид 
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где rk – количество экспертов, выбравших r -й 
вариант упорядочения;  Tmaa  ,,,1   – 
вектор оцениваемых параметров. В результате 
максимизации выражения (4) получаются то-
чечные оценки коэффициентов ОК. 

Обоснование данного метода и описание 
вычислительных процедур для простейших 
вариантов групповой экспертизы было дано 
одним из авторов настоящей статьи в [4]. При 
попытках обобщения метода на случай произ-
вольной стратегии экспертного сравнения аль-
тернатив выборки возникают проблемы вы-
числительного характера, т.к. при определении 
значений требуемых вероятностей приходится 
вычислять несобственные интегралы высокой 
кратности по области сложной структуры. По-
этому возникла необходимость в выработке 
приближенных алгоритмов ее решения. 

В [5] был предложен подход, включаю-
щий в себя комбинацию эвристической проце-
дуры поиска начального приближения и мето-
да Монте-Карло для вычисления несобствен-
ных интегралов, зависящих от оптимизируе-
мых величин как от параметров. 

Авторами данной статьи был разработан 
соответствующий программный продукт. Вы-
числительные эксперименты показали, что 
применение обычного метода Монте-Карло в 
связи с наличием случайной составляющей в 
процедуре вычисления интегралов неизбежно 
приводит к тому, что значение функции вы-
числяется со случайной погрешностью, что, в 
свою очередь, негативно отражается на точно-
сти решения и скорости сходимости. 

Одним из способов преодоления данной 
проблемы является использование метода Со-
боля [6]. Проведенные эксперименты показа-
ли, что данный способ вычисления интеграла 
обеспечивает лучший порядок сходимости и 
позволяет получить более гладкую поверх-
ность. 

Таким образом, ни один из перечислен-
ных выше методов не позволяет избежать не-
гладкости целевой функции. 

Предлагается способ преодоления дан-
ной проблемы путем применения метода Нью-
тона. Однако чтобы им воспользоваться необ-
ходимо вычислить первую и вторую произ-

водные. Рассмотрим решение в аналитическом 
виде. 

Метод Ньютона. В общем случае веро-
ятность ранжирования вычисляется по форму-
ле 
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где   – константа, определяемая условием 
нормировки плотности распределения; Z  – 
матрица координат альтернатив в простран-
стве базисных функций jf , т.е. )( i
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изводную 
db

Pd )ln( . Имеем: P
Pdb

Pd
b

1)ln( .  

В свою очередь,  









 

0
)()(

2
1exp

Cx

T
bb dxZbxZbxP    














0
)()(

2
1exp

Cx

T ZbxZbx

dxZbxZbx T
b 








 )()(

2
1 . 

Показатель экспоненты можно преобра-
зовать к виду 
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Известны формулы матричного диффе-
ренцирования: 

aayya T
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T
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y 2)(  , 
где a  – постоянный вектор; A  – квадратная 
симметричная матрица. Отсюда 
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Выясним теоретико-вероятностный 
смысл формулы (5). Рассмотрим функцию 
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Её можно интерпретировать как плот-
ность усечённого многомерного нормального 
распределения с параметрами  IZb, , опреде-
лённого в области 0Cw . Тогда интеграл 

dxZbxZbxZbx
Cx

T













0
)()()(

2
1exp

P
  

представляет собой среднее значение на обла-
сти   0 ZbC   m -мерной усечённой нор-
мальной случайной величины   параметрами 
 I,0 , определённой в этой области. Обозна-
чим v – вектор этого среднего значения. Тогда 
интеграл (5) – не что иное, как вектор vZ T . 
Его приближённое значение легко вычислить с 
помощью имитации по алгоритму. 

1. Получить N  независимых m -мерных 
векторов i , распределённых по закону 
 IN ,0 . 

2. Отобрать из них множество D  векто-
ров, удовлетворяющих условию   0 ZbC i . 

3. Вычислить вектор v  среднего значе-
ния векторов i , попавших в D . 

4. Вычислить vZ T . Это и будет прибли-

жённым значением 
db

Pd )ln( . 

Этот алгоритм можно использовать при 
максимизации функции правдоподобия, если 
интегралы (2) вычислять методом Монте-
Карло. Как было сказано ранее, при вычисле-
нии интегралов (2) методом Монте-Карло не-
возможно избежать негладкости целевой 
функции. Поэтому численное вычисление её 
градиента в стандартных процедурах оптими-
зации связано с большими погрешностями. 
Использование же алгоритма  позволяет зна-
чительно уменьшить эти погрешности. Тогда 
для оптимизации можно воспользоваться про-
граммой, которая использует пользовательские 
формулы вычисления градиента целевой 
функции. Аналогично можно вычислять и 
матрицу вторых частных производных и ис-
пользовать её при оптимизации. 

Рассмотрим нахождение матрицы вто-

рых производных 2

2 )ln(
db

Pd для частного слу-

чая. Пусть имеем функцию вида 

   







 ZbxZbxbbf T

2
1exp),( 21 , 

где 









2221

1211

zz
zz

Z ; 









2

1

x
x

x ; 









2

1

b
b

b . 

Тогда 









 P

Pdb
d

db
Pd

b
1)ln(

2

2

,   (6) 

где    ZbxZbbfP T
b  21, . Последнее вы-

ражение представим в виде 
    ZbxZbbf T

21,  

  





















2221212

2121111

2212

2111
21 ,

bzbzx
bzbzx

zz
zz

bbf  

 
   
   












222121222212111112

222121221212111111
21,

bzbzxzbzbzxz
bzbzxzbzbzxz

bbf

Для компактности дальнейших записей введем 
следующее обозначение: 
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Окончательно получим 
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Так, матрица вторых производных имеет сле-
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Покажем применение данного метода на 
следующем примере. Пусть дана ступенчатая 
функция 
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необходимо найти ее максимум. В результате 
аппроксимации методом Соболя (127 точек) 
была получена функция представленная на 
рис. 1. Данная функция является негладкой, 
потому непосредственный поиск максимума 
не дает верного решения. Если же воспользо-
ваться методом Ньютона с начальным при-
ближением 1,9, то уже на 4-й итерации полу-
чим решение с точностью порядка 10-3.           
На рис. 2 изображен результат 1-й итерации, 
на рис. 3 – результат 2-й итерации. 

 
Рис 1 

 

 
Рис. 2 

 

 
Рис. 3 

 

Таким образом, предложенный метод 
позволяет получить более точное решение, 
поскольку в сравнении с другими методами 
дает возможность построить достаточно глад-
кую целевую функцию. 
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