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Разработка математической модели процесса 
сушки плодов черной смородины в вакуум- 
аппарате с СВЧ-энергоподводом 
 

Development of mathematical model of black 
currant berries drying process in vacuum device 
with the microwave power supply 
 

Реферат. Разработана математическая модель процесса сушки плодов черной смородины в вакууме с СВЧ-
энергоподводом, отличающаяся высокой пространственной и временной детализацией, учитывается структура отдельных плодов 
и слоя плодов, теплофизические параметры зависят от координаты и времени, а также с учетом изменения формы плодов и струк-
туры слоя плодов по мере обезвоживания. Для моделирования механического поведения плодов используется метод динамики 
частиц, который в последние десятилетия все чаще используется в различных отраслях науки и техники.  Для того чтобы модель 
обладала высоким пространственным разрешением, моделируемый слой плодов состоит из 20–50 отдельных плодов, при этом 
каждый плод, в зависимости от диаметра, разбивается приблизительно на 100 отдельных элементов. Элементы плодов по своим 
физическим свойствам делятся на 3 типа (кожура, мякоть, семена). Поэтому в целом, с точки пространственной детализации, слой 
плодов состоит из 2000–5000 элементов. Моделирование производится в двухмерном декартовом пространстве X–Z. Состояние 
каждого элемента-круга задается четырьмя переменными: декартовыми координатами его центра и двумя составляющими скоро-
сти. Механическое взаимодействие элементов между собой принято вязкоупругим, что позволяет учитывать основные механиче-
ские свойства плодов – модуль упругости, коэффициент внутреннего трения. В рамках разработанной модели учитывается, что 
между соседними элементами могут возникать силы отталкивания (при внедрении элементов друг в друга), или притяжения (при 
отдалении сцепленных элементов друг от друга). Описание процессов тепло- и влагообмена между элементами, а также между 
элементами и окружающей средой базируется на основе общепринятых уравнений сушки. В модели считается, что подводимая 
мощность СВЧ - излучения  перераспределяется в нагреваемом объеме пропорционально влажности элементов.  

 
Summary. The mathematical model of black currant berries drying process in vacuum device with the microwave power supply, differ-

ing in high space and temporary specification is developed, the structure of separate berries and a layer of berries is considered, heat- and physical 
parameters depend on coordinate and time as well as in the accounting of berries form change and a berries layer structure in the dehydration 
process. We used the particles dynamics method for modeling of mechanical behavior of berries which is increasingly being used now in differ-
ent branches of science and technology. To give the model the high space specification the modeled berries layer consists of 20–50 separate 
berries, each berry depending on diameter being broken into approximately 100 separate elements. Berries elements are divided into 3 types 
depending on the physical properties (peel, pulp, seeds). Therefore, in general, from the point of space detail, a layer of berries consists of 2000-
5000 elements. Modeling is carried out  in two-dimensional Cartesian space X–Z. The condition of each element of circle is set by four variables: 
Cartesian coordinates of its center and two components of speed. Mechanical interaction of elements among themselves is accepted to be viscous 
and elastic that allows to consider the main mechanical properties of berries – the elasticity module, internal friction index. Within the developed 
model it is considered that between the neighbor elements there can be pushing away forces (at the introduction of elements into each other), or 
attractions (at a distance of the linked elements from each other). The description of the processes of warm and moisture exchange between the 
elements as well as between the elements and environment is based upon the standard equations of drying. In model it is considered that the 
microwave power brought is redistributed in the heated volume in proportion to elements moisture. 
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Процесс сушки плодов черной смороди-
ны является чрезвычайно сложным, поэтому к 
математической модели процесса предъявля-
ются высокие требования. В процессе сушки 
плоды уменьшаются в объеме ориентировочно 
в 3–4 раза, существенно изменяются физиче-
ские характеристики (некоторые – на несколь-
ко порядков) как отдельного плода, так и слоя 
плодов в сушильной установке. 

Многие известные модели процесса 
сушки используют приближения постоянства 
геометрических параметров объекта сушки и 
постоянства его физических свойств [1–5]. 
Однако при описании СВЧ-сушки плодов 
черной смородины такие модели имели бы 
низкую адекватность. Поэтому в настоящей 
работе поставлена задача разработать матема-
тическую модель процесса сушки, обладаю-
щую высокой детализацией и высокой адек-
ватностью, базирующейся на общепринятых 
уравнениях сушки, но использующей в пол-
ной мере вычислительные возможности со-
временных компьютеров [6]. 

Разрабатываемая модель должна описывать 
целый ряд физических процессов, протекающих 
при сушке слоя плодов черной смородины: 
- изменение формы отдельного плода; 
- изменение структуры слоя плодов; 
- внутренний тепло- и влагообмен внутри плода; 
- тепло- и влагообмен в слое плодов; 
- тепло- и влагообмен с сушильным агентом. 

Каждый процесс в предлагаемой модели 
описывается соответствующими дифференци-
альными и алгебраическими уравнениями. 

Для моделирования механического по-
ведения плодов используется метод динамики 
частиц, который в последние десятилетия все 
чаще используется в различных отраслях 
науки и техники [7-8]. 

Для того чтобы модель обладала высо-
ким пространственным разрешением, модели-
руемый слой плодов состоит из 20–50 отдель-
ных плодов, при этом каждый плод, в зависи-
мости от диаметра, разбивается приблизитель-
но на 100 отдельных элементов (рисунок 1). 
Элементы плодов по своим физическим свой-
ствам делятся на три типа (кожура, мякоть, 
семена). Поэтому в целом, с точки простран-
ственной детализации, слой плодов состоит из 
2000–5000 элементов.  

Элементы имеют возможность двигаться 
в процессе сушки по законам классической 
механики, что приводит к изменению как 
формы отдельных плодов, так и структуры 
всего слоя плодов.  

В частности, в модели воспроизводится 
уменьшение в объеме плода и сморщивание 
его поверхности (рисунок 1), уменьшение 
толщины слоя плодов и исчезновение просве-
тов между плодами (рисунок 2). 
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Рисунок 1. Плоды черной смородины (а, в) и их 
представление в модели (б, г): а, б – до сушки; в, г – 
после сушки 
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г в  
Рисунок 2. Слой плодов черной смородины (а, в) и 
его представление в модели (б, г): а, б – до сушки; 
в, г – после сушки 
 

Моделирование производится в двух-
мерном декартовом пространстве X–Z. Состо-
яние каждого элемента-круга Ei задается че-
тырьмя переменными: декартовыми координа-
тами его центра (x i, z i) и двумя составляющи-
ми скорости (vxi, vzi). Механическое взаимо-
действие элементов между собой принято вяз-
коупругим, что позволяет учитывать основные 
механические свойства плодов – модуль упру-
гости, коэффициент внутреннего трения. 

В рамках разработанной модели учиты-
вается, что между соседними элементами мо-
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гут возникать силы отталкивания (при внедре-
нии элементов друг в друга), или притяжения 
(при отдалении сцепленных элементов друг от 
друга) (рисунок 3). 

Уравнения движения элементов состав-
ляются на основе второго закона Ньютона: 

 
(1) 

 
 
 

 
где i – номер элемента; mi и d i – масса и диа-
метра i-го элемента; x i, z i – декартовы коорди-
наты элемента; t – время; NЭ – количество 
элементов; j – номер элемента, возможно кон-
тактирующего с i-м элементом; с ij и d ij – ко-
эффи- 
 

 
 
циенты жесткости и вязкости взаимодействия 
элементов i и j; r ij – расстояние между центра-
ми элементов i и j; vxi, vzi – декартовы состав-
ляющие скорости i-го элемента; dВ – расстоя-
ние ограничения взаимодействия между эле-
ментами; g – ускорение свободного падения. 
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Рисунок 3. Силы упругого взаимодействия элементов плодов смородины при контакте: а – силы отталкивания при 
внедрении элементов друг в друга; б – силы притяжения при удалении элементов друг от друга 

 
Расстояние r ij между центрами элемен-

тов рассчитывается через координаты центров 
по теореме Пифагора: ( ) ( ) .22

jijiij yyxxr −+−=  

Уравнения (1) представляют собой 
дифференциальные уравнения второго поряд-
ка и решаются в процессе моделирования 
численным методом – методом Рунге-Кутта 
второго порядка [9]: 

 

( ) ;2/21 tatvxx xixiii ∆⋅+∆⋅+= τττ+τ           (2) 

;1 tavv xixixi ∆⋅+= ττ+τ  

( ) ;2/21 tatvzz ziziii ∆⋅+∆⋅+= τττ+τ  

,1 tavv zizizi ∆⋅+= ττ+τ  
 

где i – номер элемента, τ и τ+1 – индексы те-
кущего и следующего временного шага; Δt – 
шаг интегрирования по времени; x i, v i, a i – ко-

ордината, скорость, ускорение элемента. 
Создание слоя плодов в модели произ-

водится следующим образом. В зависимости 
от заданной толщины слоя продукта h опреде-
ляется количество плодов NП, которое необхо-
димо поместить в модельное пространство: 
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где SС и SП – площадь слоя плодов (в двухмер-
ной модели рассматривается не объем продук-
та, а площадь) и отдельного плода; kуп – коэф-
фициент упаковки плодов для учета пористо-
сти слоя (составляет около 1,4); Lx – длина мо-
дельного пространства; DП.ср – средний диа-
метр плодов. 

Плоды размещаются по всей области 
моделирования случайным образом по равно-
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мерному закону распределения. При этом раз-
мещение производится так, чтобы плоды не 
контактировали друг с другом. Для размеще-
ния плодов используется отдельный алгоритм. 
Диаметр размещаемых плодов DПi выбирается 
случайным образом по равномерному закону 
из заданного диапазона DПmin...DПmax. 

После того, как плоды размещены в про-
странстве (в виде кругов заданного диаметра), 
начинается заполнение кругов отдельными 
элементами. Сначала размещаются элементы 
кожуры по окружности с равным шагом, таким 
образом, чтобы они касались друг друга. Затем 
размещаются элементы мякоти внутри круга 
случайным образом по равномерному закону с 
исключением их перекрытия. Количество эле-
ментов NЭПi, на которые разбивается плод i, 
зависит от диаметра плода DПi: 
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где SЭ – площадь элемента; dЭ.нач – начальный 
диаметр элементов. В течение компьютерного 
эксперимента диаметр элементов мякоти мо-
жет уменьшаться по мере обезвоживания. 

Заданное количество элементов мякоти 
(6 элементов в большинстве расчетов) из цен-
тральной области плода преобразуется в семе-
на. Элементы кожуры и семян не изменяют 
свой диаметр в процессе расчетов. 

Для того чтобы первоначально неста-
бильная механическая система пришла в меха-
ническое равновесие, в течение 1 секунды мо-
дельного времени производится интегрирова-
ние уравнений механического движения эле-
ментов. В результате этого плоды оседают под 
действием силы тяжести и формируют плот-
ноупакованный слой в нижней части области 
моделирования. После этого начинается моде-
лирование процесса сушки. 

Описание процессов тепло- и влагооб-
мена между элементами, а также между эле-
ментами и окружающей средой базируется на 
основе общепринятых уравнений сушки      
А.В. Лыкова. Уравнения сушки капиллярно-
пористого тела в векторной форме может быть 
записано следующим образом [5]: 
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где CS – теплоемкость среды в целом; T и W – 
температура и влажность; ε – критерий фазо-
вого превращения жидкости в пар, определяе-
мый как отношение изменения влагосодержа-

ния посредством испарения и конденсации к 
изменению влагосодержания за счет переноса 
жидкости; k

z
i

x




∂
∂

+
∂
∂

=∇  – дифференциаль-

ный оператор набла; λ – локальный коэффици-
ент теплопроводности; С – теплоемкость жид-
кости; D, DТ – коэффициенты, характеризую-
щие данное пористое тело и определяемые эм-
пирически; QСВЧ – теплота, выделяющаяся в 
среде под действием СВЧ-излучения. 

Уравнения (5) для процесса СВЧ-сушки 
плодов черной смородины являются чрезвычай-
но сложными, и не допускают аналитического 
решения путем введения сколько-нибудь обос-
нованных допущений, так как большинство пе-
ременных в уравнениях являются функциями 
как координат, так и времени: T(x, z, t); W(x, z, t); 
CS(x, z, t); C(x, z, t); ε(x, z, t); λ(x, z, t); D(x, z, t) ; 
DT(x, z, t); QСВЧ(x, z, t). Поэтому данные уравне-
ния целесообразно решать только численными 
конечно-разностными методами, с помощью 
предварительной дискретизации модельного 
пространства. Для этого плоды черной смороди-
ны разбиваются на отдельные узлы, совпадаю-
щие с центрами элементов круговой формы для 
механического моделирования. В этом случае 
каждый i-й элемент плода характеризуется тем-
пературой Ti и содержанием влаги Wi. 

Получившаяся сетка для конечно-
разностных методов является нерегулярной 
(рисунок 4). Считается, что между двумя уз-
лами сетки присутствует связь (возможен об-
мен теплом и влагой), если соответствующие 
элементы механически контактируют друг с 
другом: r ij < kк(d i + d j)/2, где kк – пороговый 
коэффициент контакта (равен 1,2 для изобра-
женной на рисунке 4 сетки). 

 

а 

б 

 
Рисунок 4. Представление слоя плодов в модели (а) 
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и соответствующая сетка для решения уравнений 
сушки (б) 

С течением времени температура и вла-
госодержание каждого элемента изменяются. 
При этом расчет T i и Wi производится с ис-
пользованием уравнений математической фи-
зики в конечных разностях. На каждом шаге 
интегрирования τ рассчитывается новое значе-
ние содержания влаги и температуры элемента 
i, находящегося в контакте с элементом j, по 
следующим итерационным формулам: 
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−
χ+=

ττ
τ+τ 1 ,              (7) 

где Δt – шаг интегрирования по времени; D0 – 
коэффициент диффузии влаги при комнатной 
температуре; kD – коэффициент экспоненци-
ального роста коэффициента диффузии; TК – 
комнатная температура (20ОС). χ – коэффици-
ент температуропроводности. 

Элементы, представляющие в модели 
кожуру (обозначенные черным цветом на ри-
сунках), способны обмениваться теплом и вла-
гой не только с соседними элементами, но 
также и с окружающей средой. В этом случае 
переход тепла и влаги из граничных узлов в 
окружающую среду рассчитывается по следу-
ющим итерационным формулам: 

t
p

p
WWkWW атм

окрiвii ∆







−−= τττ+τ 1 ;      (8) 

( ) tTTTT окрiТii ∆−χ−= τττ+τ 1
,       (9) 

где kв – коэффициент передачи влаги при ис-
парении с границы; χТ – коэффициент переда-
чи температуры от окружающей среды к эле-
менту; Wτ

окр и Tτ
окр – влажность и температура 

газа вблизи слоя плодов (принято допущение, 
что данные параметры не зависят от времени); 
pатм – атмосферное давление; p – давление 

окружающей среды. 
Так как влажность Wi элементов мякоти 

постепенно уменьшается, в модели регулярно 
производится перерасчет массы и диаметра 
элементов: 

( ) iвлCOii WkmWm += ;  (10) 

( ) iddii WkkWd 21 += ,  (11) 

где mСО – масса сухого остатка после полного 
обезвоживания элемента; kвл, kd1 и kd2 – коэф-
фициенты влияния влажности на массу и диа-
метр, которые рассчитываются через объем-
ную плотность продукта до и после сушки. 

В модели считается, что подводимая 
мощность СВЧ-излучения P перераспределя-
ется в нагреваемом объеме пропорционально 
влажности элементов. Поэтому увеличение 
температуры плода за счет подвода СВЧ-
мощности рассчитывается в модели следую-
щим образом: 
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где Pi – мощность, подводимая к элементу i;  
c i – удельная теплоемкость плодов черной 
смородины. 

Таким образом, общую систему уравне-
ний, описывающую процесс СВЧ-сушки пло-
дов черной смородины можно записать следу-
ющим образом: 

где r


– радиус-вектор, задающий поло-
жение рассматриваемой точки. 

В отличие от существующих научных 
работ по сушке плодов, в настоящей работе: 

- уравнения сушки решаются с высокой 
пространственной и временной детализацией 
(все функции и коэффициенты зависят от по-
ложения в пространстве r



 и от времени t); 
- добавлены уравнения деформации и 

движения плодов. 
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