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Проведен анализ пяти основных схем поступательного течения жидкости, 
демонстрирующей проявление эффекта “отвердевания”, в зазоре между коаксиальными 
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of “solidification”, in the clearance between coaxial cylinders is carried out. 
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Ряд  экспериментальных данных указы-
вает на то, что некоторые суспензии на основе 
мелкодисперсных частиц проявляют аномаль-
ное реологическое поведение [1-4]. Основной 
особенностью такой аномалии является то, что 
в зависимости от диапазона изменения вели-
чины скорости сдвига кривые течения для та-
ких сплошных сред демонстрируют два участ-
ка (или две ветви) с различным характером 
изменения эффективной вязкости. На первом 
участке эффективная вязкость снижается до 
некоторого минимального значения, а на вто-
ром – возрастает. При этом приближение ско-
рости сдвига к некоторому максимальному по 
модулю значению приводит к резкому увели-
чению крутизны кривой течения, что может 
быть интерпретировано как проявление эф-
фекта  “отвердевания” жидкости.  

В [5] была предложена реологи- 
ческая модель суспензий мелкодисперсных 
частиц, демонстрирующих проявление  
эффекта “отвердевания”. В данной работе 
проводится анализ реализации возможных 
схем поступательного сдвигового течения  
таких сплошных сред в зазоре между двумя 
коаксиальными цилиндрами. 
© Колодежнов В.Н., 2013 

Далее представлена математическая мо-
дель сдвигового поступательного течения в за-
зоре между двумя коаксиальными цилиндрами. 
Будем предполагать, что внешний цилиндр ра-
диуса 2R  остается неподвижным, а внутренний, 
соответственно, радиуса 1R  – движется в уста-
новившемся режиме с некоторой скоростью V  

вдоль своей оси под действием приложенного к 
нему внешнего усилия F . В данном случае под 
F  будем понимать силу в расчете на единицу 
длины внутреннего цилиндра. 

Согласно реологической модели из [5], 
зависимость эффективной вязкости )(γµ   от 
скорости сдвига γ  имеет две ветви. Тогда об-
ласть течения в общем случае можно подраз-
делять на две зоны. При этом первой зоной 
будем считать ту часть области течения (зазо-
ра между цилиндрами), в которой реализуется 
первая ветвь  зависимости )(γµ  , характеризу-
емая псевдопластическим поведением жидко-
сти. Второй же зоной, соответственно, другую 
часть области течения, где реализуется вторая 
ветвь зависимости )(γµ   с дилатантным пове-
дением.  Это означает, что распределение ско-
рости  жидкости )r(u  в зависимости от ради-
альной координаты r  удобно искать в виде: 
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где su  -  принимаемое в качестве масштабного 

значение скорости; 1γ  - пороговое значение 
модуля скорости сдвига, определяющее грани-
цу между первой и второй ветвью зависимости  

)(γµ  ; 2γ  - критическое значение модуля ско-
рости сдвига, при приближении к которому 
начинает проявляться эффект “отвердевания”.   

В приведенных выше  соотношениях и да-
лее верхним штрихом отмечены безразмерные 
величины, а  верхний числовой индекс в скобках 
относит соответствующие величины   к первой  
( 1=i ) и второй ( 2=i ) зонам течения.  

С учетом (1),  уравнение (2) динамики 
жидкости [6]   для определения скорости и вы-
текающие из реологической модели [5] основ-
ные соотношения (3), (4) в безразмерной фор-
ме записи принимают вид: 
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где θτ r – касательное напряжение; 2n  , B   -  

принятые для краткости записи промежуточ-
ные параметры;

  1K , 1n , 2τ    - эмпирические 
константы реологической модели [5]. 

При этом в безразмерной форме 
внешнее силовое воздействие на внутрен-
ний цилиндр будем определять величиной     

212 τπ ⋅⋅⋅
=′

R

F
F . 

Анализируя уравнения (2) – (3) с учетом 
предполагаемого вида (1) распределения скоро-

сти жидкости в зазоре, можно показать, что в 
зависимости от исходных параметров системы 
и прикладываемого внешнего усилия возможна 
реализация пяти различных схем течения. 

Рассмотрим теперь на уровне постанов-
ки задач эти основные схемы течения. 

Произведем постановку задачи для пер-
вой схемы течения. При достаточно малых 
значениях F  можно ожидать выполнения 
условия 1γγ ′<′′  )r( ;  для  [ ]21 R;r ′∈′ .  Это, с 
учетом особенностей используемой реологи-
ческой модели [5], означает, что в зазоре меж-
ду цилиндрами будет  реализована схема тече-
ния с традиционным степенным законом вяз-
кости  (рисунок 1). При этом весь зазор будет 
“заполнен” лишь одной первой зоной. На ри-
сунке 1 и следующих рисунках номера зон от-
мечены соответствующими цифрами. 

 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 

Рисунок 1 - Первая схема течения в зазоре. 
 
Распределение скорости в зазоре должно 

определяться из решения системы урав- 
нений (2), (3) с учетом граничных условий:  

1=′r ;    ( ) Frz ′−=′ 1τ ;                                               

2Rr ′=′ ;      ( ) 01 =′u .  

Такая схема (назовем ее первой схемой) 
течения будет иметь место до тех пор, пока 
приложенное усилие F ′ не достигнет некото-
рого порогового значения 1

1 1 −+=′ )B(F , 
 при котором на поверхности  внутреннего ци-
линдра скорость сдвига по модулю примет 
значение 11 γγ ′=′  )( . 

Далее произведем постановку задачи для 
второй схемы течения. При дальнейшем уве-
личении прикладываемого усилия ( 1FF ′>′ ) в 
окрестности поверхности внутреннего цилин-
дра начнет формироваться вторая зона тече-
ния, внутри которой будет реализовываться 
вторая ветвь зависимости эффективной вязко-
сти )(γµ   от скорости сдвига. При этом можно 
предположить, что граница раздела между 
первой и второй зонами течения будет пред-
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V  F  
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ставлять собой цилиндрическую поверхность 
неизвестного заранее радиуса 222 R/RR µµ =′ . 

Такой вариант будем называть второй схемой 
течения (рисунок 2).   
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 2 - Вторая схема течения в зазоре. 
 
В этом случае распределение скорости в 

зазоре должно определяться из решения си-
стемы уравнений (2) - (4) с учетом следующих 
граничных условий: 

1=′r ;    ( ) Frz ′−=′ 2τ ;                                               

2µRr ′=′ ;    ( ) ( )21 uu ′=′ ; ( ) ( )
1

21 γγγ ′−=′=′  ;                                

2Rr ′=′ ;      ( ) 01 =′u . 

В ходе решения такой задачи было пока-
зано, что: 

F)B(R ′⋅+=′ 12µ .                      (5) 

Дальнейшее увеличение приложенного 
внешнего усилия в зависимости от исходных 
параметров может приводить еще к двум раз-
личным схемам течения. 

Осуществим постановку задачи для тре-
тьей схемы течения. Пусть при некотором зна-
чении 12 FFF ′>′=′  модуль скорости сдвига на 
поверхности внутреннего цилиндра достигает 
значения 112 =′ )()(γ  при одновременном вы-
полнении на поверхности внешнего цилиндра 
условия 12

1 γγ ′<′′  )R()( . Это означает, что даль-
нейшее увеличение прикладываемого усилия 
( 2FF ′>′ ) будет приводить к формированию в 
окрестности внутреннего цилиндра третьей зо-
ны, заполненной материалом “отвердевшей” 
жидкости. При этом естественно, что 12 =′F . 
Здесь предполагаем, что третья зона “отвер-
девшей” жидкости будет двигаться поступа-
тельно вместе с  внутренним цилиндром подоб-
но единому твердому телу. Такой вариант бу-
дем называть третьей схемой течения (рису-
нок 3). Можно ожидать,  что граница раздела 
между третьей  и второй зонами будет пред-

ставлять собой цилиндрическую поверхность 
неизвестного заранее радиуса 111 R/RR µµ =′ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 3 - Третья схема течения в зазоре. 
 
Для такой схемы распределение скорости 

в зазоре определяется из решения системы урав-
нений (2) - (4) с учетом граничных условий: 

1µRr ′=′ ;    ( ) 12 −=′rzτ ;                                               

2µRr ′=′ ;    ( ) ( )21 uu ′=′ ; ( ) ( )
1

21 γγγ ′−=′=′  ;                                

2Rr ′=′ ;      ( ) 01 =′u .  

В ходе решения было показано, что гра-
ница раздела первой и второй зон течения 
здесь по-прежнему находится из (5), а внешняя 
граница третьей зоны “отвердевшей” жидко-
сти определяется из выражения: 

FR ′=′ 1µ .                              (6) 

Третья схема течения по мере увеличе-
ния F ′  будет существовать до еще одного по-
рогового значения 123 FFFF ′>′>′=′ , при ко-
тором в первой зоне течения на границе с 
внешним цилиндром модуль скорости сдвига 
не достигнет значения 12

1 γγ ′=′′  )R()( . Это  
условие будет  означать, что выполняется 
условие 22 RR ′=′µ  и первая зона течения, фак-
тически,  исчезает.  

В ходе решения задачи для третьей схе-
мы течения было показано, что 

1
23 1 −+⋅′=′ )B(RF  при условии выполнения 

неравенства 1
2 11 −+⋅′< )B(R . 

Дальнейшее  увеличение прикладывае-
мого усилия ( 3FF ′>′ )  будет приводить к 
расширению третьей зоны “отвердевшей” 
жидкости и, соответственно, сокращению 
оставшейся теперь единственной второй зоны 
течения. Такой вариант будем называть пятой 
схемой течения (рисунок 5).  

Произведем постановку задачи для чет-
вертой схемы течения. Возвратимся снова ко 
второй схеме течения (рисунок 2). При опре-
деленных условиях эта, описанная уже  выше 
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схема течения,  может по мере увеличения 
прикладываемого усилия F ′  трансформиро-
ваться и в другую, отличную от третьей, схему 
течения. Действительно, пусть при некотором 
значении 14 FFF ′>′=′  на поверхности внеш-
него цилиндра окажется выполненным соот-
ношение  12

1 γγ ′=′′  )R()(  при одновременном 
выполнении на поверхности внутреннего ци-
линдра условия 112 <′ )()(γ . Это означает, что 

оказывается выполненным условие 22 RR ′=′µ  и 
первая зона течения  исчезает. Тогда дальней-
шее увеличение прикладываемого усилия 
( 4FF ′>′ )  будет приводить к очередному ва-
рианту,  который будем называть четвертой 
схемой течения (рисунок 4).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 4 - Четвертая схема течения в зазоре. 
 
В этом случае распределение скорости в 

зазоре должно определяться из решения си-
стемы уравнений (2) , (4) с учетом следующих 
граничных условий: 

1=′r ;    ( )
1

2 Frz ′−=′τ ;                                               

2Rr ′=′ ;      ( ) 02 =′u .  

Эта схема течения будет существовать 
по мере возрастания усилия  до некоторого 
значения 145 FFFF ′>′>′=′ , при котором на 
поверхности внутреннего цилиндра окажется 
выполненным условие 112 =′ )()(γ .  

В ходе решения этой задачи было пока-
зано, что 1

24 1 −+⋅′=′ )B(RF ; 15 =′F   при усло-
вии выполнения неравенства 11 1

2 <+⋅′ −)B(R . 
Продолжение увеличения усилия 

( 5FF ′>′ ) приведет к формированию в окрест-
ности поверхности внутреннего цилиндра тре-
тьей зоны “отвердевшей” жидкости при одно-
временном существовании  второй зоны тече-
ния, что, опять же, будет представлять собой 
пятую схему (рисунок 5),  в которую должна 
трансформироваться и третья схема течения  

Далее произведем постановку задачи для 
пятой схемы течения. Как было показано вы-
ше, к пятой схеме (рисунок 5) трансформиру-
ются и третья, и четвертая схемы течения.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 5 - Пятая схема течения в зазоре. 
 
В рамках пятой схемы течения распре-

деление скорости в зазоре должно определять-
ся из решения системы уравнений (2), (4)  
с учетом следующих граничных условий: 

 

1µRr ′=′ ;    ( ) 12 −=′rzτ ; 

2Rr ′=′ ;      ( ) 02 =′u . 
 

Здесь радиус внешней границы третьей 
зоны “отвердевшей” жидкости по-прежнему 
определяется из соотношения (6). 

Дальнейшее увеличение прикладываемого 
усилия применительно к пятой схеме течения 
будет приводить к расширению третьей зоны 
“отвердевшей” жидкости и сужению второй зо-
ны течения. По-видимому, такая схема течения 
будет существовать до тех пор, пока внешнее  
усилие не достигнет некоторого предельного для 
рассматриваемой задачи значения:  

26 RFF ′=′=′ ,                                 (7) 
 

при котором вторая зона течения полностью 
“исчезнет” ( 12

2 −=′′ )R()(γ  и 21 RR ′=′µ  ), а сле-
довательно, весь зазор между цилиндрами ока-
жется заполненным “отвердевшей” жидкостью. 

В качестве примера приведем результа-
ты определения поля скоростей для второй 
схемы, соответственно, для первой и второй 
зон течения: 
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При этом скорость установившегося 

движения внутреннего цилиндра находится из 

соотношения )(u
u

V
V )(

S

12′==′ . 

Результаты решения по определению рас-
пределения скорости в зазоре для других схем 
течения здесь не приводятся в силу громоздко-
сти формы их записи. Вместе с тем они могут 
быть без больших затруднений получены дву-
кратным интегрированием  в ходе решения си-
стемы уравнений (2)-(3) с учетом соответствую-
щих (приведенных выше для каждой схемы те-
чения в отдельности) граничных условий. 

Работа выполнена при поддержке гранта 
РФФИ, проект № 12-08-00629. 

Полученные результаты могут быть ис-
пользованы при моделировании течения рабо-
чих сред,  демонстрирующих проявление эф-
фекта “отвердевания”, в проточных элементах 
технологического оборудования. 
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