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К анализу теории математической модели  

гидродинамики насыпного слоя смеси  

растительных материалов 
 

Выявлена зависимость между динамической порозностью работающего аппарата, ста-

тической порозностью и  степенью заполнения аппарата. Представлена законченная 

математическая модель расчета порозности – важного гидродинамического параметра 

слоя материала при фильтрации через него экстрагента. Разработана универсальная 

методика определения гидродинамических характеристик слоя измельчённого расти-

тельного материала, применимая для любых соответственным образом обработанных 

растительных материалов и их смесей.  

 
The article presents the results of research work on finding out the interdependence between 

the dynamic separation of the working apparatus (machine), statistic separation and the de-

gree of filling the apparatus (machine).  The final mathematic model of calculating separation 

- an important hydrodynamic parameter of a layer of vegetable material while extragent is be-

ing filtrated through it.  The authors worked out a universal method of defining hydrodynam-

ic characteristics of a layer of material which can be applied to any vegetable materials and 

their mixtures worked up as required.  

 

Ключевые слова: динамическая, статическая порозность, степень заполнения аппарата, 

гидродинамические характеристики слоя измельчённого растительного материала. 

 

Гидродинамическая обстановка в мас-

сообменных аппаратах во многом определяет-

ся удельным заполнением аппарата экстраги-

руемым материалом и его свойствами, которые 

влияют на гидродинамическое сопротивление 

слоя в аппарате. 

При определении эффективного гид-

равлического диаметра каналов во взвешенных 

слоях измельченного растительного сырья 

необходимо учитывать гидравлическое сопро-

тивление слоя материала, расход экстрагента в 

зависимости от времени, а также порозность 

измельченного растительного материала. 

Применим теорию размерностей к ана-

лизу уравнений движения через насыпной 

слой. Подробный анализ опубликованных ра-

бот по исследованию гидродинамичности 

насыпного слоя приводит к выводу, что взаи-

мосвязь потери напора с физическими свой-

ствами системы выражается общим уравнени-

ем: 
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где d – величина или группа величин, характери-

зующая линейные размеры слоя; W – некоторая 
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величина или группа характеризующая ско-

рость; 
1

F
dW 

 
 




– безразмерная группа, извест-

ная как критерий Re;  
2

F  – функция, характе-

ризующая влияние пористости слоя;  
3

F – 

влияние формы кусков; 
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– влияние сте-

нок аппарата; 
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– влияние шероховатости 

частиц;  
6

F – влияние ориентации частиц. Ис-

ключение этих переменных приводит к упро-

щённому выражению:  
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 Reφf  , 

 

где f – некоторый безразмерный параметр, 

названный фактором (коэффициентом) трения. 

Влияние формы частиц  
3

F . Пред-

лагаются следующие формулы, учитывающие 

влияние формы частиц: 

– для частиц сферической формы 
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– для частиц любой формы 

d
S

6

0
 . 

М. Лева предлагает коэффициент фор-

мы 
3/2

205,0
V

A
 , где A – средняя поверх-

ность частиц, V – её средний объем [4]. 

Д.К. Коллеров применил величину 

фактора 3

3 2
â

ñ

d

d dn
 

[0]. 

В уравнении, которое получил Роуз [6], 

на основе анализа размерностей член учитыва-

ет влияние формы  
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где lmax – максимальный размер частиц; lmin – 

минимальный размер; Ah – площадь попереч-

ного сечения отверстий в частице (седла Бер-

на); As – средняя площадь проекции частицы 

на плоскость, перпендикулярная оси отвер-

стий. 

Рассмотренный фактор формы показы-

вает, что необходимость введения в расчетное 

уравнение факторов формы с целью унифика-

ции опытных данных появляется только в слу-

чае замены удельной поверхности на диаметр 

частиц. Одни авторы определяли диаметр как 

среднюю величину между размерами отвер-

стий сит, на которых задерживались частицы 

dc. По другому, за диаметр частицы принима-

ется диаметр шара объемом, равным фактиче-

скому объему частицы dв, и, наконец, по тре-

тьему способу диаметр принимался как диа-

метр шара, поверхностью, равной фактической 

поверхности частицы dпр. 

Влияние шероховатости частиц 
5

l
F

d
 
 
 

. 

Специальные исследования влияния шерохо-

ватости частиц на сопротивление слоя прово-

дил М. Лева [4]. Он также воспользовался дан-

ными Омана и Ватсона [5]. Исследованию 

подверглись слои частиц с различной степе-

нью шероховатости. С относительно гладкой 

поверхностью принято стекло и цемент, более 

шероховатые – глина, алунд и еще более ше-

роховатые – алоксит (минерал) и гранулы из 

окиси магния. Данные исследования М. Лева 

представил в виде общего уравнения потери 

напора: 
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Величина коэффициента K изменялась: для 

гладких частиц K=3,5, для шероховатых 

K=5,25 и для очень шероховатых K≈ 8. 

Броунель и Кац [3] воспользовались 

методом учета влияния шероховатости по-

верхности частиц посредством отношения 
d

l  и 

дали расчетную формулу в зависимости 

(Re).f  Величина 
d

l  является относитель-

ной высотой выступов на поверхности частиц, 

причем учет высоты выступов производится с 

весьма относительной точностью.  

Ориентация частиц –  
6

F . Если 

уравнение Козени-Кармана применить для 

двух различных типов упаковки с одинаковой 

величиной пористости, то:  

1 11 g g

g g

p L L L

p L L L


 

                

(2) 

или   

1 2

1 2g g g

p p p
L L L
  

 
                

(3) 

Соотношение (3) показывает, что из-

менение сопротивления слоя с одинаковой по-

ристостью при изменении ориентации частиц 

будет обратно пропорционально изменению 

фактической длины каналов, если не будет до-

полнительного влияния изменения поверхно-

сти частиц вследствие образования плоскост-

ных контактов:  
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(4) 

где при n=1 – вязкий поток; n=2 – чисто тур-

булентный; 1<n<2 – промежуточная область. 

Попытку более полно характеризовать 

гидравлическое сопротивление насыпного 

слоя на основании принципа анализа размер-

ностей сделал Роуз [6].  

Кроме пористости слоя ε и размера ча-

стиц d, Роуз дополнительно ввел параметры, 

характеризующие шероховатость поверхности 

частиц E, форму частиц, образующих слой Z, 

равномерность распределения частиц (ориен-

тация) по сечению аппарата U. В этом случае 

общая зависимость приобретает вид: 

., , , , , , , , , ,l r wH W L d D g E Z U          
 
 

 (5) 

Преобразуя уравнение (5) в соответ-

ствии с принципами анализа размерностей 

(применяя систему МКС), получим общее 
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уравнение для несжимаемых жидкостей в сле-

дующем виде:  
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где 
d

Н  – потеря напора, отнесенная к линейно-

му размеру частицы. 

Роуз экспериментально исследовал это 

уравнение. Первые его опыты были проведены 

со стальной калиброванной дробью одного 

размера. Применение частиц одинаковых раз-

меров сферической формы с гладкой поверх-

ностью исключало параметры E/d, Z и U. При 

этом исследуемая зависимость приобретала 

вид: 

  
 1 22

.

r
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(6) 

После такого обращения Роуз исследо-

вал взаимосвязь 
d

H  с каждой группой в от-

дельности, сохраняя, по возможности, посто-

янство остальных групп. Опыты проводились 

при скоростях, при которых группа перемен-

ных 
2W

dg  имела значение 1 при /r=0/. Для сфе-

рических частиц можно принять β=1. Это дало 

возможность установить соотношение 
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H . Здесь выражение для диаметра 

частиц находилось из соотношения 
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уравнении (6) член 
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В результате графической обработки 

большого количества экспериментов [6] Роуз 

показал, что для ламинарного потока 
Re

c
f   

при c=100. 

В [6] Роуз уточнил уравнение и пред-

ставил его в виде: 
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1
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где max
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– учитывает влияние формы 

частиц. 

Путем обработки данных большого 

числа экспериментов Роуз показал, что с уче-

том всех переменных групп уравнения (7) фак-

тор сопротивления слоя при движении несжи-

маемой жидкости является функцией числа Re. 

При  0<Re<100 эта функция выражается: 

 







 14

Re

125

Re

1000


                       

(8) 

При Re>100: 







 16

Re

230

Re

1000
 .                        (9) 

 

Эмпирические уравнения (8) и (9) выражают 

зависимость (Re)
d

H . Члены 
Re

125  и 
Re

230  

являются просто эмпирической поправкой.  

Таким образом, работы Роуза показали, 

что несмотря на учет многих гидродинамиче-

ских параметров метод анализа размерностей 

не дает уравнения, полностью характеризую-

щего закономерности движения через насып-

ной слой, а приводит к эмпирическим уравне-

ниям. Уравнения (8) и (9) не имеют преиму-

ществ перед уравнениями других исследова-

ний.  

Была приведена математическая мо-

дель расчёта геометрических характеристик 

слоя смеси измельчённых растительных мате-

риалов. В предыдущих работах [1] автором 

была получена формула для определения эк-

вивалентного диаметра межпорового про-

странства слоя (10): 

ÝÃ 1

1
Ôd

Ê
 ,                       (10) 

где Ф1  – безразмерная величина, зависящая от 

геометрических параметров эксперименталь-

ной установки и модельных тел; ε – пороз-

ность слоя; K – коэффициент отношения моде-

ли к реальному процессу. В том виде, в каком 

(10) записана, применять ее не представляется 

возможным, так как не определена порозность 

слоя измельчённого растительного материала. 

Итак, порозность слоя растительного материа-

ла равна:  

1 H


   ,                               (11)  

где ρН – насыпная плотность материала, кг/м3; 

ρ – плотность материала, кг/м 3. 

Насыпная плотность для измельченно-

го растительного материала находится экспе-

риментально по стандартной методике путем 

определения массы 1 дм3 материала. Плот-
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ность также определяется экспериментально с 

использованием микроскопа. 

Предполагая, что в двухкомпонентной 

смеси измельчённые растительные материалы 

распространены равномерно, для определения 

порозности такой смеси предлагается следую-

щая формула:  

ÑÌ 1 2(1 ) ,ó ó                       (12) 

где ε1 – порозность слоя 1-го компонента;              

ε2 – порозность слоя 2-го компонента;                  

εСМ – общая порозность смеси; y – концентра-

ция 2-го компонента в смеси, кг/кг. 

Уравнение (12) позволяет нам опреде-

лить порозность двухкомпонентной смеси, 

например, измельчённых растительных мате-

риалов таких, как какао и какао-велла, кофе и 

кофейная оболочка, зверобой и лакричный ко-

рень в абсолютно сухом виде, но в процессе 

фильтрации экстрагента через слой смеси ма-

териалов они таковыми не являются, поэтому 

необходимо внести поправку на поглощенную 

влагу. Для этой цели проводили опыты по 

определению насыпной плотности влажного 

измельченного растительного материала по 

стандартной методике определением веса        

1 дм3 влажного материала.  

Для определения по формуле (1) влаж-

ной порозности растительного материала 

необходимо вычислить плотность влажных 

частиц каждого материала по следующей                 

формуле: 

 óõ

ÂË
ñóõ Í

( )

( )

ñm q

V Ê
  ,                         (13) 

где q и KН – коэффициенты влагопоглощения и 

набухания есть функции q=f(τ,t) и KН=f(τ,t). 

Данные функциональные зависимости раскры-

ваются экспериментально. Следовательно, по-

розность влажного растительного материала 

будет определена из 

 Hí âë
ÂË

ñóõ

( )
1

( )q

Ê
 




  .                         (14) 

Суммарная порозность влажной смеси 

растительных материалов будет определяться 

по формуле (2). 

Следует также отметить, что, проходя 

через слой растительного материала, экстра-

гент вымывает из него растворимые вещества. 

Место растворимых веществ в материале за-

нимает жидкость. Плотность жидкости и рас-

тительного материала различна, следователь-

но, необходимо внести поправку на раствори-

мые вещества. Это предлагается сделать сле-

дующим образом. Из [2] имеем уравнение для 

определения плотности экстракта в частице: 

 

 Ct 7,43247,026,1007   ,        (15) 

 где t – температура, ºС; С – концентрация экс-

трагента, % рефрактометр. Следовательно, по-

правка на растворимые вещества в раститель-

ном материале В будет иметь вид:  

ÂË

,Â





                                           (16)  

а  

ÂËÈÑÒ ÂË
Â   ,                                 (17)  

где ρ – плотность экстрагента в частице, кг/м3; 

ρВЛ – плотность воды при t, равной температу-

ре процесса, кг/м3; ρВЛИСТ – плотность влажного 

материала с учетом поправки на растворимые 

вещества, кг/м3. 

С учетом (6), (7) формула (4) приобре-

тает вид: 

 Hí âë
ÂË

ñóõ

( )
1

( )qÂ

Ê
 




                            (18)  

или, обозначив за ÍÅ
( qÂ )

Ê


  ,                            (19) 

имеем    Í ÂË
ÊÂË

ÑÓÕ

1 ,
Å




                                      (20)  

где Е – поправочные коэффициенты, учиты-

вающие влагопоглощение, набухание, а также 

выход растворимых веществ из частицы рас-

тительного материала. 

В процессе снятия гидродинамических 

зависимостей мы приводим слой растительно-

го материала в аппарате во взвешенное состо-

яние, чтобы рассматривать фильтрацию как 

частный случай движения жидкости через зер-

нистый слой. Полученные же выше зависимо-

сти (18), (19), (20) характеризуют неподвиж-

ный слой в аппарате. Для устранения этого 

противоречия следует ввести такую величину, 

как динамическая порозность ε ДИН материала, 

характеризующую долю свободного простран-

ства взвешенного слоя в аппарате, а величинам 

порозности, полученным выше, присвоить 

наименование статических. 

Исходя из вышесказанного, необходи-

мо определить зависимость между статической 

и динамической порозностями слоя материала 

εДИН  

ÄÈÍ

ÄÈÍ

1
Í

V

V
   ,                         

где V – объем, занимаемый самими частицами, 

образующими слой во влажном набухшем ви-

де, м3; VНДИН – общий объем, занимаемый зер-

нистым слоем при прохождении экстрагента, 

м3. 

Для работающего аппарата:  
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ÄÈÍÍV SH , 

 

где S – площадь поперечного сечения аппара-

та, м2; H – высота аппарата, м. Определим 

влажный объем V из выражения:  

ÂË

ÑÒ

1
Í

V

V
   ,                                 (21) 

где VНСТ – общий объем, занимаемый влажным 

зернистым слоем в статическом состоянии, м3. 

Из (21): 

ÑÒ ÂË ÑÒÍ ÍV V V  . 

Учитывая, что VНСТ зависит от φ – сте-

пени заполнения аппарата материалом, полу-

чаем:  

ÑÒÍV hS , 

 где h – высота слоя для данного φ, м. 

Подставляя (12), (14), (15) в (11), полу-

чаем:  

ÂË
ÄÈÍ 1

hS hS

HS





   

или 

 ÂË
ÄÈÍ 1

h h

H





   .                       (22) 

Записывая, что степень заполнения ап-

парата равна  

H

h
  ,                                        (23) 

получаем (22), учитывая (23), в виде 

 
ÄÈÍ ÂË1 .                              (24) 

Формула  (24) выражает зависимость 

между динамической порозностью работаю-

щего аппарата и статической, а также степе-

нью заполнения аппарата. Статическая пороз-

ность влажного материала, в зависимости от 

состава смеси, определяется по формулам (12) 

и (18). 

Таким образом, системный анализ ра-

бот некоторых учёных показал, что не получе-

но теоретическое уравнение, полностью харак-

теризующее закономерности движения через 

насыпной слой. Результатом же исследований 

являются в большей степени эмпирические 

уравнения. 

Одна из эмпирических моделей, явля-

ющаяся в некотором роде универсальной для 

различных соответственно обработанных сме-

сей растительных материалов, представлена в 

работе уравнениями (12), (18), (24). Это закон-

ченная математическая модель расчета пороз-

ности – важного гидродинамического пара-

метра слоя измельчённого растительного ма-

териала при фильтрации через него экстраген-

та. 

Данная методика определения гидро-

динамических характеристик слоя раститель-

ного материала универсальна.  
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