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Реферат. Математическая модель процесса смешивания полидисперсных отражает его стохастические особенности в виде 
неравномерности распределения элементов фаз по времени пребывания в аппарате, по размерам частиц, по неравномерности 
удерживающей способности аппарата, случайному характеру распределения материальных и тепловых потоков фаз по рабо-
чему объему, по неоднородности физико-химических свойств среды, осложненных  химической реакцией. Для математиче-
ского описания процесса смешивания ингредиентов комбикормов при наличии химической реакции использована  система 
дифференциальных уравнений академика В.В. Кафарова. Предложенная им гипотеза на основе теории марковских процессов 
о том, что «всякую многокомпонентную смесь можно рассматривать как результат итерационного процесса смешивания двух 
компонентов до достижения заданной однородности всех ингредиентов в смеси» позволяет рассматривать процесс смешива-
ния бинарной композиции в лопастном смесителе в виде дифференциальных уравнений изменения концентраций двух ин-
гредиентов во времени многократное число раз. до достижения однородности смеси. Установлено, что процесс смешивания 
двухкомпонентной смеси в лопастном смесителе определяется постоянной скорости смешивания и предельной (равновесной) 
дисперсией содержания ингредиентов в смеси, то есть ее однородностью. Настройка параметров модели осуществлялась по 
результатам экспериментальных исследований при смешивании измельченного зерна пшеницы с металломагнитной приме-
сью, которая являлась ключевым (индикаторным) компонентом. По наилучшим оценкам константы постоянной скорости 
смешивания и значениям равновесной дисперсии содержания ингредиентов  проведена идентификация параметров матема-
тической модели. Полученные результаты использованы при разработке конструкция смесителя нового поколения. 
Ключевые слова: процесс смешивания, ингредиенты, однородность, модель, идентификация, смеситель 
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Summary. A mathematical model of the polydisperse medium mixing process reflects its stochastic features in the form of uneven 
distribution of phase elements on the time of their presence in apparatus, particle size, ripple retention of the apparatus, random distri-
bution of the material and thermal phase flows of the working volume, heterogeneity of the medium physical- and chemical properties, 
complicated by chemical reaction. For the mathematical description of the mixing process of animal feed ingredients in the presence 
of chemical reaction the system of differential equations of Academician V.V. Kafarov was used. Proposed by him hypothesis based 
on the theory of Markov’s processes stating that "any multicomponent mixture can be considered as the result of an iterative process 
of mixing the two components to achieve the desired uniformity of all the ingredients in the mixture" allows us to consider a process 
of mixing binary composition in a paddle mixer in the form of differential equations of two ingredients concentration numerous changes 
until it becomes a homogenous mixture. It was found out that the mixing process of the two-component mixture is determined in a 
paddle mixer with a constant mixing speed and a limit (equilibrium) dispersion of the ingredients in the mixture i.e. with its uniformity. 
Adjustment of the model parameters was carried out according to the results of experimental studies on mixing the crushed wheat with 
metallomagnetic impurity, which was a key (indicator) component. According to the best values of the constant of the continuous 
mixing speed and the equilibrium disperse values of the ingredients contents, the mathematical model parameters identification was 
carried out. The results obtained are used to develop a new generation mixer design. 
Keywords: mixing process, the ingredients, homogeneity, model, identification,  mixer 
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Введение 

Математическая модель процесса смеши-
вания полидисперсных сред должна отражать 
его стохастические особенности в виде нерав-
номерности распределения элементов фаз по 
времени пребывания в аппарате, по размерам 
частиц, по неравномерности удерживающей 
способности аппарата, случайному характеру 
распределения материальных и тепловых пото-
ков фаз по рабочему объёму, по неоднородно-
сти физико-химических свойств среды, ослож-
нённых химической реакцией. При смешива-
нии компонентов комбикормов имеет место эк-
зотермическая реакция взаимодействия окси-
дов кальция и магния с водой, что приводит к 
разогреву многокомпонентной смеси, и прежде 
всего мелассы, и как следствие, к снижению её 
вязкости. С повышением температуры в ме-
лассе происходит карамелизация сахаров и в 
дальнейшем превращение их в твёрдую кри-
сталлическую массу [1, 2]. 

Поэтому для математического описания 
процесса смешивания ингредиентов комбикор-
мов при наличии химической реакции целесо-
образно использовать систему дифференциаль-
ных уравнений академика В. В. Кафарова. 
Предложенная им гипотеза на основе теории 
марковских процессов «всякую многокомпо-
нентную смесь можно рассматривать как ре-
зультат итерационного процесса смешивания 
двух компонентов до достижения заданной од-
нородности всех ингредиентов в смеси», что 
позволяет рассматривать процесс смешивания 
бинарной композиции в лопастном смесителе в 
виде дифференциальных уравнений изменения 
концентраций ингредиентов А и В во времени: 

( ) ( ) AAA
AA kDmck

dt
mcd

+−−=
− 2 ; (1) 

( ) ( ) BBB
BB kDmck

dt
mcd

+−−=
− 2 , (2) 

где k = µ⋅(NA a′+ NB b′)/b′ – коэффициент; сА, сВ 
– содержание ингредиентов А и В; mА, mВ – ма-
тематические ожидания содержания ингреди-
ентов А и В, соответствующие значению в ре-
цептуре многокомпонентной смеси; µ – эмпи-
рический коэффициент; NA, NB – число частиц 
ингредиентов А и В в смеси; a′ = aγAVA; b′ = 
bγBVB; a и b – число частиц, входящих в смесь 
ингредиентов А и В; VA и VB – объёмы частиц 
А и В; γA и γB – плотности частиц А и В; DA и 
DB –  разброс случайной величины в области 
математического ожидания, характеризующий 
неоднородность смеси и необходимость даль-
нейшего смешивания частиц. 

Уравнения (1) и (2) характеризуют изме-
нение содержание ингредиентов А и В в рабо-
чей камере смесителя. В производственных 
условиях оценка однородности смеси осу-
ществляется по отбору определённого числа 
проб. Уравнение (1) при отборе n проб в произ-
вольно выбранных точках рабочей камеры сме-
сителя при l повторностях в каждой точке при-
нимает вид: 

( ) ( )
ijcij

ij kDmck
dt

mcd
+−−=

− 2

i = 1, 2,…, n; j = 1, 2,…, l.  
Для оценки качества смеси перейдём от 

содержания ингредиентов к выборочному раз-
бросу случайной величины в области математи-
ческого ожидания. Систему уравнений (3) про-
суммируем по n пробам и l повторностям и раз-
делим на nl, тогда получим: 

( ) ( ) ∑∑∑∑∑∑
= == == =

+−−=−
n
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l

j
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l

j
ij
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i

l

j
ij ij

D
nl
kmc

nl
kmc

dt
d

nl 1 11 1

2

1 1

1 (4) 

Величина в левой части уравнения (4) яв-
ляется осреднённой по n пробам и l повторно-
стям содержания ингредиента А в смеси. Вслед-
ствие независимости наблюдаемых отклоне-
ний  в n пробах и l повторностях двойные 
суммы парных произведений центрированных 
случайных величин являются корреляцион-
ными моментами и равны нулю. Отсюда: 

( ) ( ) 2

1 1

2
2

1 1
σnlmcmc

n

i

l

j
ij

n

i

l

j
ij =−=








− ∑∑∑∑

= == =

, (5) 

где σ2 – выборочный разброс случайной вели-
чины в области математического ожидания ин-
гредиента в многокомпонентной смеси. 

Первое слагаемое в правой части уравне-
нии (4) является осреднённым выборочным 
разбросом случайной величины в области мате-
матического ожидания ингредиента в много-
компонентной смеси, характеризующий неод-
нородность смеси и необходимость дальней-
шего смешивания частиц, которая имеет смысл 
спонтанного перераспределения неоднородных 
частиц, обусловленного сегрегацией σс2. Тогда 
уравнение (4) может быть представлено следу-
ющим образом: 

( )22
2

ck
nldt
dnl σσσ

−−= , 

где k – коэффициент, определяющий константу 
скорости смешивания. 

Кривые кинетики процесса смешивания, 
характеризующие изменение выборочного раз-
броса случайной величины в области математи-
ческого ожидания представлены на рисунке 1. 

(3) 
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И позволяют определить значение σр2, при ко-
тором достигается динамическое равновесие 
между спонтанным перераспределением ча-
стиц при смешивании σн2 и сегрегацией σс2. 

 

σн2 – σ 2 = 1 – σ 2, т.к. σн2 = 1 при t = 0 

σс2 – σнс2 = σс2, т.к. σнс2 = 0 при t = 0 

σр2

t 0 

1 

σ2 

Смешивание 
Mixing 
Сегрегация 
Segregation

Рисунок 1. Кривые кинетики процессов смешивания 
и сегрегации 

Figure 1. Mixing and segregation kinetics curves 

Пусть процессу смешивания многоком-
понентных смесей соответствует график функ-
ции f(σ) =(σн2 – σ2), а процессу сегрегации –гра-
фик функции f(σ) =(σс2 – σнс2), а между ними 
установлена линейная связь: 

( )2222
нcсн σσλσσ −=− , (6) 

где σн2 – начальный выборочный разброс слу-
чайной величины в области математического 
ожидания ингредиента в многокомпонентной 
смеси содержания ингредиента при t = 0; λ – ко-
эффициент пропорциональности; σнс

2 – началь-
ная дисперсия перераспределения частиц про-
дукта в смеси (сегрегация), то из (6) при t = 0: 

σс
2 = (1 – σс

2)/λ, (7) 
а при t → ∞ 

λ = (1 – σр
2)/σр

2,   (8) 
Как правило [3, 4], при исследовании про-

цессов смешивания используют разброс случай-
ной величины, масштабированный через дис-
персию σн2, который в случае двухкомпонент-
ной смеси рассчитывается по соотношению 

σн
2 = с⋅(1 – с), 

где с – содержание ингредиента в смеси. 
Тогда при t → 0 σн

2 = 1, σнс
2 = 0, а при 

t → ∞ σ2 = σс
2 = σр

2. 
После подстановки (5) в (6) получим: 

( )







 ⋅+−
=

λ
σλσ 22 111 k

dt
d

nl
. 

Методом разделения переменных имеем: 

( )[ ] dtnlkd
λσλσ

σ 2
11 22

2

=
⋅+−

.  (9) 

Уравнение (9) после интегрирования при-
нимает вид: 

Cnlk ln2
11
11ln

1
1

2

2

+=












+−

++
+ λσλ

σλ
λ

.(10) 

Постоянную интегрирования С найдём из 
начального условия t = 0, σ2 = 0: 


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C . (11) 

С учётом (11) уравнение (10) приводится 
к виду: 
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(12) 

Подставив уравнение (7) в (12), получим: 

t
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Таким образом, после преобразования 
уравнения (13) получаем математическую мо-
дель процесса смешивания в лопастном смеси-
теле в виде решения относительно σ2: 
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22
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22
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exp11
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
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σσ (14) 

с начальными условиями t = 0; σ2 = 1; t = ∞; σ2 = σр2. 
Из полученного уравнения (14) следует, 

что процесс смешивания двухкомпонентной 
смеси в лопастном смесителе определяется по-
стоянной скорости смешивания k и предельной 
(равновесной) дисперсией содержания ингре-
диентов в смеси, то есть её однородностью. 

Параметры k и σр
2 зависят от режима ра-

боты и конструктивных особенностей смеси-
теля и определяются экспериментально. 

Настройка параметров модели (14) осуществ-
лялась по результатам экспериментальных исследо-
ваний при смешивании измельчённого зерна  
пшеницы с металломагнитной примесью, которая 
являлась ключевым (индикаторным) компонентом. 
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По наилучшим оценкам константы по-
стоянной скорости смешивания k и значениям 
равновесной дисперсии содержания ингредиен-
тов σр

2 проведена идентификация параметров 
математической модели (14). 

Результаты моделирования для рассмат-
риваемых модельных смесей представлены  
на рисунке 2. 

 
 (a) (b) (с) 

Рисунок 2. Кривые кинетики бинарных модельных смесей: (a) – измельчённое зерно пшеницы + металломагнитная 
примесь; (b) – измельчённое зерно пшеницы + соль поваренная; (c) – измельчённое зерно пшеницы + масло  
подсолнечное; экспериментальные ( ) и расчётные ( _ _ _ ) 

Figure 2. Model binary mixtures kinetics curves: (a) – milled grain of wheat + metallomagnetic mixture; (b) – shredded 
wheat grain + salt; (c) – shredded wheat + sunflower oil; Experimental ( ), Calculated (_ _ _) 

Полученные результаты использованы 
при разработке конструкция смесителя [5], осо-
бенность которого (рисунок 3) заключалась в 
том, что в первой камере на быстроходном валу 
после лопастей расположены две ленточные 
спирали разного диаметра с противоположной 
навивкой, обеспечивающие направление дви-
жения потоков смеси навстречу друг другу в 
виде перекрёстного противотока. 

В предлагаемом смесителе за счёт кон-
вективного, диффузионного смешивания, спо-
собствующих равномерному распределению 
частиц в смеси, и сегрегации, препятствующей 
этому процессу, можно регулировать интенсив-
ность перемешивания многокомпонентной 
смеси посредством изменения угла поворота 
конусообразных лопастей и частоты вращения 
тихоходного и быстроходного валов.

 
(a) 
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 (b) (c) 

Рисунок 3. Лопастной смеситель (a); продольные разрезы (b, c):1 – корпус; 2 – патрубки для загрузки ингредиентов;  
3, 4 – быстроходный и тихоходный валы; 5 – опора; 6, 20 – зубчатые колёса; 7, 8, 9 – камеры; 10 – неподвижное 
колесо; 11 – водило; 12 – сателлит; 13 – форсунка; 14 – крышка; 15, 18 – лопасти; 16, 17, 19 – спирали; 21 – шнек; 
22 – матрица; 23 – привод 

Figure 3. A paddle mixer (a); longitudinal sections (b, c): 1 – body; 2 – pipes for ingredients loading; 3.4 – a high-speed 
and low-speed shafts; 5 – support; 6, 20 – gear; 7, 8, 9 – camera; 10 – stationary wheel; 11 – the carrier; 12 – satellite;  
13 – nozzle; 14 – cover; 15, 18 – blades; 16, 17, 19 – helix; 21 – screw; 22 – matrix; 23 – drive 

Конструкция предлагаемого смесителя 
позволит сократить продолжительность  
процесса смешивания, снизить удельные энер-
гозатраты обеспечить высокую однородность 

многокомпонентной смеси; расширить  
область применения смесителя с учётом  
особенностей физико-механических характе-
ристик смешиваемых ингредиентов. 
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